
第 1章

問題［1.1］ 次の微分方程式の一般解を求め、次に適当に積分定数を決めて、与えられた初期条件を

満たす解を求めよ。

(1)
dx
dt
= −10, t = 0のとき x = 0

(2)
d2x
dt2
= −10, t = 0のとき x = 0,

dx
dt
= 2

(3)
dx
dt
=

t
x
, t = 2のとき x = 3

(4)
dN
dt
= −3N, t = 0のとき N = 10

(5)
dy
dx
+ 2xy2 = 0, x = 2のとき y = 1

(6)
d2z
dt2
= −9.8− 0.1

dz
dt
, t = 0のとき z= 10,

dz
dt
= 0

(7) x
dy
dx
− xy= y, x = 1のとき y = 1

解 答

(1)

dx= −10dt

両辺を積分すると、一般解は

x = −10t +C

初期条件より積分定数Cは　

x(0) = C = 0 ∴ C = 0

以上より解は

x = −10t

(2) v = dx/dtとおくと方程式は
dv
dt
= −10

と表せる。これを解くと

dv = −10dt

v = −10t +C1

vを dx/dtに戻すと、方程式の一般解は

dx = (−10t +C2)dt

x = −5t2 +C1t +C2

となる。また、初期条件より積分定数C1,C2は
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v(0) = C1 = 2 ∴ C1 = 2

x(0) = C2 = 0 ∴ C2 = 0

以上より解は

x = −5t2 + 2t

(3)

xdx = tdt

1
2

x2 =
1
2

t2 +C

一般解は　

x =
√

t2 +C′ (C′ = 2C)

初期条件より積分定数C′ は

x(2) =
√

4+C′ = 3 ∴ C′ = 5

以上より解は　

x =
√

t2 + 5

(4)

1
N

dN = −3dt

ln N = −3t +C

一般解は　

N = e−3t+C

C′ = eCとおいて、初期条件より積分定数C′ は　

N(0) = C′ = 10 ∴ C′ = 10

以上より解は　

N = 10e−3t

(5)

1
y2

dy = −2xdx

−1
y
= −x2 +C

一般解は　

y =
1

x2 +C′
(C′ = −C)

初期条件より、積分定数C′ は　

y(2) =
1

4+C′
= 1 ∴ C′ = −3

以上より解は　

y =
1

x2 − 3
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(6) dz/dt = vとすると

dv
dt

= −9.8− 0.1v

1
98+ v

dv = −0.1dt

ln(98+ v) = −0.1t +C1

vの一般解は　

v = e−0.1t+C1 − 98

v = dz/dtより、方程式の一般解は

dz = (e−0.1t+C1 − 98)dt

z = −10e−0.1t+C1 − 98t +C2

となる。また、C′1 = eC1 とおくと、初期条件より積分定数C1,C2は

v(0) = C′1 − 98= 0 ∴ C′1 = 98

z(0) = −980+C2 = 10 ∴ C2 = 990

以上より方程式の解は　

z= 990− 98t − 980e−0.1t

(7)

1
y

dy =

(
1+

1
x

)
dx

ln y = x+ ln x+C

一般解は

y = xex+C

初期条件より積分定数 Cは　

y(1) = e1+C = 1 ∴ C = −1

以上より解は　

y = xex−1

問題［1.2］ 図の CR回路のスイッチを t = 0に閉じる。時刻 tにおけるコンデンサー上の電荷を q

とすると、qは微分方程式

R
dq
dt
+

q
C
= V

を満たす。t = 0において q = 0であったとして、qの時間依存性を求めて、図示せよ。また、

t = ∞において q = CVとなることを確かめよ。

解 答
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dq
dt

=
V
R
− q

RC

dq = − 1
RC

(q−CV)dt

ln(q−CV) = − t
RC
+ A （Aは積分定数）

一般解は　

q = e−t/RC+A +CV

t = 0で q = 0なので、A′ = eAとおくと、積分定数 A′ は

q(0) = A′ +CV = 0 ∴ A′ = −CV

以上より方程式の解は　

q = CV(1− e−t/RC)

となる。qの時間依存性を図 1に示す。図より t = ∞において q = CVとなることが確かめら

れる。

Fig. 1: qの時間依存性

問題［1.3］ 光速 cに近い速度 vをもつ電子の運動量 pは

p =
m0v√
1− v2

c2

で与えられる。ここでm0は静止質量である。電子に一定の力 F がはたらくと速度は、微分方

程式

dp
dt
=

d
dt


m0v√
1− v2

c2

 = F

に従って変化する。t = 0において v = v0(< c)として、vを時間の関数として求め、t = ∞の極
限で vが cに近づくことを示せ。
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解 答

方程式を pについて解くと、p = Ft + A。ここで Aは積分定数である。また、t = 0で v = v0よ

り積分定数 Aの値は

A =
m0v0√
1−

v2
0

c2

となる。方程式に p =
m0v√
1− v2

c2

を代入、両辺を二乗して

m2
0v2 =

(
1− v2

c2

)
(Ft + A)2

v2

(
m2

0 +
(Ft + A)2

c2

)
= (Ft + A)2

v2 =
(Ft + A)2

(Ft+A)2

c2

{(
m0c

Ft+A

)2
+ 1

}
v2 =

c2(
m0c

Ft+A

)2
+ 1

以上より vは

v =
c√(

m0c
Ft+A

)2
+ 1


A =

m0v0√
1−

v2
0

c2


t = ∞の極限では

(
m0c

Ft+A

)2 ≪ 1なので v ≈ cである。

問題［1.4］ テキスト p.2式 (1.2)において空気抵抗が速度の 2乗に比例する場合（慣性抵抗）を考

えよう。自由落下の場合の運動方程式は

m
d2z
dt2
= −mg+ γ′

(
dz
dt

)2

と書くことができる。

(1) t = 0において z= h,dz/dt = 0としてこの微分方程式を解き、任意の時刻における dz/dtお

よび zを求めよ。また、それらの量の時間依存性を図示せよ。

(2) 終端速度を γ′,m,gを用いて表せ。

(3) ニュートンの法則によれば、密度 ρ′ の空気の中を運動する半径 r の球状物体の場合、γ′ =

(π/4)r2ρ′ である。雨滴を半径 r = 0.500 mmの球とし、水の密度を ρ = 1.00 g/cm3、空気

の密度を ρ′ = 0.00129 g/cm3として終端速度を求めよ。ただし、g = 980 cm/s2とする。

解 答
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(1) 　 dz/dt = vとおくと、方程式は

m
dv
dt

= −mg+ γ′v2

dv
dt

=
γ′

m

(
v2 − mg

γ′

)
1(√

mg
γ′ + v

) (√
mg
γ′ − v

)dv = −γ
′

m
dt

と変形できる。A =
√

mg
γ′ とおいて、左辺を

1
(A+ v)(A− v)

=
X

A+ v
+

Y
A− v

として部分分

数分解すると、　 X = Y =
1

2A
なので、vは

(
1

A+ v
+

1
A− v

)
dv = −2Aγ′

m
dt

ln(A+ v) − ln(A− v) = −2Aγ′

m
t +C1

A+ v
A− v

= e−
2Aγ′

m t+C1

v(1+ e−
2Aγ′

m t+C1) = −A(1− e−
2Aγ′

m t+C1)　

v = −
√

mg
γ′

(1− e
−2

(√
γ′g
m

)
t+C1

)

(1+ e
−2

(√
γ′g
m

)
t+C1

)

t = 0で v = 0より積分定数C1は

v(0) = −
√

mg
γ′

(1− eC1)
(1+ eC1)

= 0 ∴ C1 = 0

となる。また、右辺の分母、分子に e
√

γ′g
m t を掛けて

v = −
√

mg
γ′

e
√

γ′g
m t − e−

√
γ′g
m t

e
√

γ′g
m t
+ e−

√
γ′g
m t


= −

√
mg
γ′

tanh

√γ′g
m

t


v = dz/dtより

dz= −
√

mg
γ′

tanh

√γ′g
m

t

 dt

x =

√
γ′g
m

tとして変数変換すると、dt =

√
m
γ′g

dxなので、
∫

tanhxdx= log coshxより両

辺を積分して

z= −m
γ′

log

cosh

√γ′g
m

t

 +C2

6



t = 0で z= hなので cosh 0= 1より、z(0) = C2 = h。以上より zは

z= h− m
γ′

log

cosh

√γ′g
m

t


vの時間依存性を図 2に、zの時間依存性を図 3に示す。

Fig. 2: vの時間依存性 Fig. 3: zの時間依存性

(2) t → ∞としたときの終端速度 vは、tanht → 1より

v = −
√

mg
γ′

(3) r = 0.500× 10−1 cmよりγ′は

γ′ =
3.14

4
× (0.500× 10−1 cm)2 × 0.00129 g/cm3

= 2.53× 10−6 g/cm

また、雨滴の重さmは

m= ρV = 1.00 g/cm3 × 4
3
× 3.14× (0.500× 10−1 cm)3 = 5.24× 10−4 g

よって終端速度は

v = −

√
5.24× 10−4 g× 980 cm/s2

2.53× 10−6 g/cm

= −450 cm/s

問題［1.5］ テキスト p.5解 (1.11)から落下距離と時間の関係を求めよ。テキスト p.4近似式

(1.9)を用いて、抵抗が無視できる極限では落下距離は gt2/2となることを示せ。

解 答

落下距離 h− zを tで表すと、式 (1.11)より

h− z=
mg
γ

t − m2g
γ2

(
1− e−

γ
m t
)
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抵抗を無視できる (γ → 0)とすると、近似式 (1.9)より

h− z =
mg
γ

t − m2g
γ2

(
1− 1+

γ

m
t − γ2

2m2
t2
)

=
mg
γ

t − mg
γ

t +
gt2

2

∴ h− z =
gt2

2

問題［1.6］ 次の方程式の一般解を求めよ。ただし、y′ = dy/dt、y′′ = d2y/dt2。

(1) y′′ − y′ − 2y = 0

(2) 2y′′ + y′ − y = 0

(3) y′′ − 4y = 0

(4) y′′ − y′ − 6y = −5

解 答

(1) y = eλt とすると

λ2 − λ − 2 = 0 (λ − 2)(λ + 1) = 0 ∴ λ = 2,−1

よって、一般解は

y(t) = C1e2t +C2e−t

(2) y = eλt とすると

2λ2 + λ − 1 = 0 (2λ − 1)(λ + 1) = 0 ∴ λ =
1
2
,−1

よって、一般解は

y(t) = C1e
1
2 t +C2e−t

(3) y = eλt とすると

λ2 − 4 = 0 (λ + 2)(λ − 2) = 0 ∴ λ = ±2

よって、一般解は

y(t) = C1e2t +C2e−2t

(4) y = eλt とすると、方程式の同次形 y′′ − y′ − 6y = 0は

λ2 − λ − 6 = 0 (λ − 3)(λ + 2) = 0 ∴ λ = 3,−2

よって、同次形の一般解は

y(t) = C1e3t +C2e−2t

また、特解として ỹ = 5/6を考えると、方程式の一般解は次の式で与えられる。

y(t) = C1e3t +C2e−2t +
5
6

問題［1.7］ 次の微分方程式の一般解、および与えられた条件を満たす解を求めよ。

(1) y′′ + 3y′ + 2y = 0 t = 0のとき y = 1, y′ = 0
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(2) y′′ + 5y′ + 4y = 0 t = 0のとき y = 0, t = 1のとき y = 1

解 答

(1) y = eλt とすると

λ2 + 3λ + 2 = 0 (λ + 1)(λ + 2) = 0 ∴ λ = −1,−2

よって、一般解は

y(t) = C1e−t +C2e−2t

条件より積分定数C1,C2の値は、次の連立方程式を解くと{ y(0) = C1 +C2 = 1

y′(0) = −C1 − 2C2 = 0

C1 = 2,C2 = −1。以上より条件を満たす解は

y(t) = 2e−t − e−2t

(2) y = eλt とすると

λ2 + 5λ + 4 = 0 (λ + 1)(λ + 4) = 0 ∴ λ = −1,−4

よって、一般解は

y(t) = C1e−t +C2e−4t

条件より、積分定数C1,C2の値は、次の連立方程式を解いて{ y(0) = C1 +C2 = 0 1⃝
y(1) = C1e−1 +C2e−4 = 1 　 2⃝

式 1⃝よりC1 = −C2。これを式 2⃝に代入して

C1(e−1 − e−4) = 1, ∴ C1 =
e4

e3 − 1
,C2 = −

e4

e3 − 1

以上より条件を満たす解は

y(t) =
e4

e3 − 1
(e−t − e−4t)

第 2章

[問題 2.1]次の関数について, gradf を求めよ.

(1) f (x, y) = 1√
x2+y2

(2) f (x, y) = xsiny+ ycosx

(3) f (x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2)

解答：

(1)gradf =
(
∂ f
∂x ,

∂ f
∂y

)
なので

∂ f
∂x
=

∂

∂x

 1√
x2 + y2

 = ∂

∂x

(
x2 + y2

)− 1
2
= −1

2

(
x2 + y2

)− 3
2 · 2x = − x(

x2 + y2
) 3

2
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∂ f
∂y も同様に

∂ f
∂y
= − y(

x2 + y2
) 3

2

よって

gradf = − xi + y j(
x2 + y2

) 3
2

· · · (答)

(2)gradf =
(
∂ f
∂x ,

∂ f
∂y

)
なので

∂ f
∂x
=

∂

∂x
(xsiny+ ycosx) = siny− ysinx

∂ f
∂y
=

∂

∂y
(xsiny+ ycosx) = xcosy+ cosx

よって

gradf = (siny− ysinx) i + (xcosy+ cosx) j · · · (答)

(3)gradf =
(
∂ f
∂x ,

∂ f
∂y

)
なので

∂ f
∂x

=
∂

∂x
(x2 + y2)e−(x2+y2) =

∂(x2 + y2)
∂x

e−(x2+y2) + (x2 + y2)
∂e−(x2+y2)

∂x

= 2xe−(x2+y2) + (x2 + y2) · (−2x)e−(x2+y2) = 2x{1− (x2 + y2)}e−(x2+y2)

∂ f
∂y

=
∂

∂y
(x2 + y2)e−(x2+y2) =

∂(x2 + y2)
∂x

e−(x2+y2) + (x2 + y2)
∂e−(x2+y2)

∂y

= 2ye−(x2+y2) + (x2 + y2) · (−2y)e−(x2+y2) = 2y{1− (x2 + y2)}e−(x2+y2)

よって

gradf = 2{1− (x2 + y2)}e−(x2+y2) (xi + y j) · · · (答)

[問題 2.2]次の関数について gradf を求めよ。

(1) f (x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

(2) f (x, y, z) = xsiny+ zcosxy+
x
y

(1+ z2)

(3) f (x, y, z) = xsinycosz

解答：

(1)gradf = ∂ f
∂x i + ∂ f

∂y j + ∂ f
∂z kであるから

∂ f
∂x

=
∂

∂x

 1√
x2 + y2 + z2

 = ∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−

1
2

= −1
2

(x2 + y2 + z2)−
3
2 · 2x = − x

(x2 + y2 + z2)
3
2
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∂ f
∂yと

∂ f
∂zも同様に

∂ f
∂y

= − y

(x2 + y2 + z2)
3
2

∂ f
∂z

= − z

(x2 + y2 + z2)
3
2

よって

gradf = − xi + y j + zk

(x2 + y2 + z2)
3
2

· · · (答)

(2)gradf = ∂ f
∂x i + ∂ f

∂y j + ∂ f
∂z kであるから

∂ f
∂x

=
∂

∂x

(
xsiny+ zcosxy+

x
y

(1+ z2)

)
= siny− zysinxy+

1
y

(1+ z2)

∂ f
∂y

=
∂

∂y

(
xsiny+ zcosxy+

x
y

(1+ z2)

)
= xcosy− xzsinxy− x

y2
(1+ z2)

∂ f
∂z

=
∂

∂z

(
xsiny+ zcosxy+

x
y

(1+ z2)

)
= cosxy+

x
y
· (2z)

よって

gradf =

(
siny− zysinxy+

1
y

(1+ z2)

)
i +

(
xcosy− xzsinxy− x

y2
(1+ z2)

)
j

+

(
cosxy+ 2

xz
y

)
k · · · (答)

(3)gradf = ∂ f
∂x i + ∂ f

∂y j + ∂ f
∂z kであるから

∂ f
∂x

=
∂

∂x
(xsinycosz) = sinycosz

∂ f
∂y

=
∂

∂y
(xsinycosz) = xcosycosz

∂ f
∂z

=
∂

∂z
(xsinycosz) = −xsinysinz

よって

gradf = (sinycosz)i + (xcosycosz) j − (xsinysinz)k · · · (答)

[問題 2.3](1)f (x, y) = x2 − y2 + 2xyの (1,0)における −i + 2 j 方向の傾きを求めよ。また, (1,0)におけ

る最大の傾きの方向の単位ベクトルを求めよ.

(2)ϕ(x, y, z) = xy2 + yzの (1,1,2)におけるi+ j+k方向の傾きを求めよ.

解答：

(1)まず, gradf を求める.

∂ f
∂x

=
∂

∂x
(x2 − y2 + 2xy) = 2x+ 2y.

∂ f
∂y

=
∂

∂y
(x2 − y2 + 2xy) = −2y+ 2x.
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よって

gradf = (2x+ 2y)i + (−2y+ 2x) j.

x = 1, y = 0において gradf = 2i + 2 j.

−i + 2 j の単位ベクトルは (−i + 2 j)/
√

5.

傾きは勾配と単位ベクトルの内積であらわすことができる.よって

(2i + 2 j) · (−i + 2 j)
1
√

5
= ((2 · (−1))+ 2 · 2)

1
√

5
=

2
√

5
· · · (答)

(1, 0)における最大の傾きの方向の単位ベクトルは

gradf
|gradf | =

2i + 2 j
√

22 + 22
=

i + j
√

2
· · · (答)

(2)まず gradϕを求める.

∂ϕ

∂x
=

∂

∂x
(xy2 + yz) = y2

∂ϕ

∂y
=

∂

∂y
(xy2 + yz) = 2xy+ z

∂ϕ

∂z
=

∂

∂z
(xy2 + yz) = y

よって, gradϕ = y2i + (2xy+ z) j + yk.

点 (1,1,2)において, gradϕ = i + 4 j + k.

次に i + j + kの単位ベクトルは (i + j + k)/
√

3.

最後に勾配と単位ベクトルの内積をとれば傾きが出る.よって

(i + 4 j + k) · (i + j + k)
1
√

3
= (1+ 4+ 1)

1
√

3
=

6
√

3
= 2

√
3 · · · (答)

[問題 2.4]U = U(S,V,N)が 1次の同次関数である.すなわち

U(λS, λV, λN) = λU(S,V,N)

を満たすとき

U = S
∂U
∂S
+ V

∂U
∂V
+ N

∂U
∂N

であることを示せ (これがオイラーの関係式).

解答：

U(λS, λV, λN) = λU(S,V,N)の両辺をλで微分すれば

d
dλ

U(λS, λV, λN) =

(
S

∂

∂(λS)
+ V

∂

∂(λV)
+ N

∂

∂(λN)

)
U(λS, λV, λN) = U(S,V,N)

ここで λ = 1を代入すると(
S
∂

∂S
+ V

∂

∂V
+ N

∂

∂N

)
U(S,V,N) = S

∂U
∂S
+ V

∂U
∂V
+ N

∂U
∂N
= U(S,V,N) · · · (答)
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[問題 2.5]U = A(S3/NV) (Aは定数)について∂U/∂S, ∂U/∂V, ∂U/∂Nを求めよ.また, これらの偏導関

数がオイラーの関係式を満たすことを確かめよ.

解答：

∂U
∂S

=
∂

∂S

(
A

S3

NV

)
= 3A

S2

NV
· · · (答)

∂U
∂V

=
∂

∂V

(
A

S3

NV

)
= −A

S3

NV2
· · · (答)

∂U
∂N

=
∂

∂N

(
A

S3

NV

)
= −A

S3

N2V
· · · (答)

次にオイラーの関係式のチェック.

S
∂U
∂S
+ V

∂U
∂V
+ N

∂U
∂N

= S

(
3A

S2

NV

)
+ V

(
−A

S3

NV2

)
+ N

(
−A

S3

N2V

)
= 3A

S3

NV
− A

S3

NV
− A

S3

NV
= A

S3

NV
= U

オイラーの関係式は成り立っている · · · (答)

[問題 2.6]P = RT/(v− b) − a/v2について∂P/∂vを求めよ.

解答：

∂P
∂v
=

∂

∂v

( RT
v− b

− a
v2

)
=

∂

∂v

( RT
v− b

)
− ∂

∂v

( a
v2

)
= − RT

(v− b)2
+

2a
v3
· · · (答)

[問題 2.7] x = rcosθ, y = rsinθのとき, ∂x/∂r, ∂x/∂θ, ∂y/∂r, ∂y/∂θ,を計算し,

J ≡ ∂(x, y)
∂(r, θ)

≡ ∂x
∂r
∂y
∂θ
− ∂x
∂θ

∂y
∂r
= r

であることを示せ.

解答：

∂x
∂r

=
∂

∂r
(rcosθ) = cosθ

∂x
∂θ

=
∂

∂θ
(rcosθ) = −rsinθ

∂y
∂r

=
∂

∂r
(rsinθ) = sinθ

∂y
∂θ

=
∂

∂θ
(rsinθ) = rcosθ

よって

∂x
∂r
∂y
∂θ
− ∂x
∂θ

∂y
∂r
= (cosθ)(rcosθ) − (−rsinθ)(sinθ) = r(cos2θ + sin2θ) = r · · · (答)
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[問題 2.8]x = r sinθ cosϕ, y = r sinθ sinϕ, z= r cosθのとき

J ≡ ∂(x, y, z)
∂(r, θ, ϕ)

≡ ∂x
∂r
∂y
∂θ

∂z
∂ϕ
+
∂x
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r
+
∂x
∂ϕ

∂y
∂r
∂z
∂θ
− ∂x
∂ϕ

∂y
∂θ

∂z
∂r
− ∂x

∂r
∂y
∂ϕ

∂z
∂θ
− ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂z
∂ϕ
= r2 sinθ

であることを示せ.

解答：

∂x
∂r

=
∂

∂r
(r sinθ cosϕ) = sinθ cosϕ

∂x
∂θ

=
∂

∂θ
(r sinθ cosϕ) = r cosθ cosϕ

∂x
∂ϕ

=
∂

∂ϕ
(r sinθcosϕ) = −r sinθ sinϕ

∂y
∂r

=
∂

∂r
(r sinθ sinϕ) = sinθ sinϕ

∂y
∂θ

=
∂

∂θ
(r sinθ sinϕ) = r cosθ sinϕ

∂y
∂ϕ

=
∂

∂ϕ
(r sinθ sinϕ) = r sinθ cosϕ

∂z
∂r

=
∂

∂r
(r cosθ) = cosθ

∂z
∂θ

=
∂

∂θ
(r cosθ) = −r sinθ

∂z
∂ϕ

=
∂

∂ϕ
(r cosθ) = 0

よって

∂x
∂r
∂y
∂θ

∂z
∂ϕ
+
∂x
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r
+
∂x
∂ϕ

∂y
∂r
∂z
∂θ
− ∂x
∂ϕ

∂y
∂θ

∂z
∂r
− ∂x
∂r

∂y
∂ϕ

∂z
∂θ
− ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂z
∂ϕ

= (sinθ cosϕ)(r cosθ sinϕ)0+ (r cosθ cosϕ)(r sinθ cosϕ)(cosθ)

+(−r sinθ sinϕ)(sinθ sinϕ)(−r sinθ) − (−r sinθ sinϕ)(r cosθ sinϕ)(cosθ)

−(sinθ cosϕ)(r sinθ cosϕ)(−r sinθ) − (r cosθ cosϕ)(sinθ sinϕ)0

= r2 sinθ cos2 θ cos2 ϕ + r2 sin3 θ sin2 ϕ + r2 sinθ cos2 θ sin2 ϕ + r2 sin3 θ cos2 ϕ

= r2 sinθ(cos2 θ cos2 ϕ + sin2 θ sin2 ϕ + cos2 θ sin2 ϕ + sin2 θ cos2 ϕ)

= r2 sinθ(cos2 θ(cos2 ϕ + sin2 ϕ) + sin2 θ(sin2 ϕ + cos2 ϕ))

= r2 sinθ(cos2 θ + sin2 θ) = r2 sinθ · · · (答)

[問題 2.9]f (x)が微分可能であり, d f/dxも微分可能であるとき, f (x− vt)は波動方程式

∂2 f
∂x2
=

1
v2

∂2 f
∂t2

を満たすことを示せ.
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解答：

∂ f (x− vt)
∂x

=
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

∂(x− vt)
∂x

=
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

∂2 f (x− vt)
∂x2

=
∂

∂x

(
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

)
=
∂2 f (x− vt)
∂(x− vt)2

∂ f (x− vt)
∂t

=
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

∂(x− vt)
∂t

= −v
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

∂2 f (x− vt)
∂t2

=
∂

∂t

(
−v
∂ f (x− vt)
∂(x− vt)

)
= v2∂

2 f (x− vt)
∂(x− vt)2

よって
∂2 f
∂x2
=

1
v2

∂2 f
∂t2
· · · (答)

[問題 2.10]ψ(r) = cos(k · r)は方程式
−∆ψ(r) = k2ψ(r)

を満たすことを示せ.ただし

k · r = kxx+ kyy+ kzz

また

∆ ≡ ∇2 =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

は、ラプラシアンと呼ばれる演算子である.

解答：

∂ψ(r)
∂x

=
∂cos(k · r)

∂x
=
∂cos(kxx+ kyy+ kzz)

∂x
= −kxsin(kxx+ kyy+ kzz)

∂2ψ(r)
∂x2

=
∂

∂x

(
∂ψ(r)
∂x

)
=

∂

∂x

(
−kxsin(kxx+ kyy+ kzz)

)
= −k2

xcos(kxx+ kyy+ kzz)

∂2ψ(r)/∂y2と ∂2ψ(r)/∂z2も同様に

∂2ψ(r)
∂y2

= −k2
ycos(kxx+ kyy+ kzz)

∂2ψ(r)
∂z2

= −k2
zcos(kxx+ kyy+ kzz)

よって

∆ψ(r) = −(k2
x + k2

y + k2
z)cos(kxx+ kyy+ kzz) = −k2ψ(r)

... − ∆ψ(r) = k2ψ(r) · · · (答)
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[問題 2.11]ポテンシャルエネルギー V(r)中を運動する質量mの質点の位置ベクトルがrであるとき

d
dt

1
2

m

(
dr
dt

)2

+ V(r)

 = 0

であることを示せ.

解答：

d
dt

1
2

m

(
dr
dt

)2

+ V(r)


=

(
m

d2x
dt2

dx
dt
+
∂V
∂x

dx
dt

)
+

(
m

d2y
dt2

dy
dt
+
∂V
∂y

dy
dt

)
+

(
m

d2z
dt2

dz
dt
+
∂V
∂z

dz
dt

)
=

(
m

d2x
dt2
− Fx

)
dx
dt
+

(
m

d2y
dt2
− Fy

)
dy
dt
+

(
m

d2z
dt2
− Fz

)
dz
dt
= 0 · · · (答)

[問題 2.12]f (x, y, z)が

f (x, y, z) =一定

であるとき (
∂y
∂x

)
f ,z

=
−

(
∂ f
∂x

)
y,z(

∂ f
∂y

)
x,z

であることを示せ.

解答：

f (x, y, z) =一定, の両辺を z一定で xで偏微分すると(
∂ f
∂x

)
y,z

+

(
∂ f
∂y

)
x,z

(
∂y
∂x

)
z, f

+

(
∂ f
∂z

)
x,y

(
∂z
∂x

)
y, f

= 0(
∂ f
∂y

)
x,z

(
∂y
∂x

)
z, f

= −
(
∂ f
∂x

)
y,z(

∂y
∂x

)
z, f

=
−

(
∂ f
∂x

)
y,z(

∂ f
∂y

)
x,z

· · · (答)

[問題 2.13]U = U(S,V,N)について

T =

(
∂U
∂S

)
V,N

,P = −
(
∂U
∂V

)
S,N

, µ =

(
∂U
∂N

)
S,V

を定義する.このとき,次の関係が成り立つことを示せ.

(1)dU = TdS− PdV+ µdN

(2)

(
∂T
∂V

)
S,N

= −
(
∂P
∂S

)
V,N(

∂T
∂N

)
S,V

=

(
∂µ

∂S

)
V,N(

∂P
∂N

)
S,V

= −
(
∂µ

∂V

)
S,N
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解答：

(1) U の全微分は

dU =

(
∂U
∂S

)
V,N

dS+

(
∂U
∂V

)
S,N

dV+

(
∂U
∂N

)
S,V

dN

ここで T =
(
∂U
∂S

)
V,N

, P = −
(
∂U
∂V

)
S,N

, µ =
(
∂U
∂N

)
S,V
なので, これらを代入して

dU = TdS− PdV+ µdN · · · (答)

(2) (
∂T
∂V

)
S,N

=

 ∂
∂V

(
∂U
∂S

)
V,N


S,N

=
∂2U
∂V∂S

−
(
∂P
∂S

)
V,N

= −
 ∂
∂S

(
−∂U
∂V

)
S,N


V,N

=
∂2U
∂S∂V

∂2U
∂V∂S =

∂2U
∂S∂Vであることから

(
∂T
∂V

)
S,N
= −

(
∂P
∂S

)
V,N
· · · (答)

(
∂T
∂N

)
S,V

=

 ∂
∂N

(
∂U
∂S

)
V,N


S,V

=
∂2U
∂N∂S(

∂µ

∂S

)
V,N

=

 ∂
∂S

(
∂U
∂N

)
S,V


V,N

=
∂2U
∂S∂N

∂2U
∂N∂S =

∂2U
∂S∂Nであることから

(
∂T
∂N

)
S,V
=

(
∂µ
∂S

)
V,N
· · · (答)

(
∂P
∂N

)
S,V

=

 ∂
∂N

(
−∂U
∂V

)
S,N


S,V

= − ∂2U
∂N∂V

−
(
∂µ

∂V

)
S,N

=

 ∂
∂V

(
∂U
∂N

)
S,V


S,N

= − ∂2U
∂V∂N

∂2U
∂N∂V =

∂2U
∂V∂Nであることから

(
∂P
∂N

)
S,V
= −

(
∂µ
∂V

)
V,N
· · · (答)

[問題 2.14]次の微分形式の中で,ある関数の全微分になっているものを示し,その関数を求めよ.

(1)xdx+ ydy (2)y2dx+ x2dy

(3)xy2dx+ yx2dy (4)sinydx+ xcosydy

解答：

g(x, y)dx+ h(x, y)dyが何らかの関数の全微分である必要十分条件は,

∂g(x, y)
dy

=
∂h(x, y)

dx

だったのでこれが成り立っていればいい.

(1) U全体の微分は
∂x
∂y
= 0,

∂y
∂x
= 0.
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∂x/∂y = ∂y/∂xなので全微分になっている · · · (答)

もとの関数 f は
∂ f
∂x
= x,

∂ f
∂y
= y (0.1)

となるような関数.それぞれを積分すると∫
xdx=

1
2

x2,

∫
ydy=

1
2

y2

∫
xdx,

∫
ydyであるが、f が多項式であると考えると, これらを足し合わせた値 f = x2/2+y2/2が

考えられる.

この f は式 (0.1)を満たす · · · (答)

(2)
∂(y2)
∂y
= 2y,

∂(x2)
∂x
= 2x

∂(y2)/∂y , ∂(x2)/∂xなので全微分ではない · · · (答)

(3)
∂(xy2)
∂y

= 2xy,
∂(yx2)
∂x

= 2xy

∂(xy2)/∂y = ∂(yx2)/∂xなので全微分になっている · · · (答)

もとの関数 f は
∂ f
∂x
= xy2,

∂ f
∂y
= yx2

の両方を満たす関数.

それぞれを積分すると ∫
xy2dx=

1
2

x2y2,

∫
yx2dy=

1
2

x2y2

よって

f =
1
2

x2y2 · · · (答)

(4)
∂(siny)
∂y

= cosy,
∂ (xcosy)

∂x
= cosy.

∂(siny)/∂y = ∂(xcosy)/∂xなので全微分になっている · · · (答)

もとの関数 f は
∂ f
∂x
= siny,

∂ f
∂y
= xcosy

を満たす関数.

それぞれを積分すると ∫
sinydx= xsiny,

∫
xcosydy= xsiny

よって

f = xsiny · · · (答)
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[問題 2.15]U = U(S,V)の全微分は T = ∂U/∂S, P = −∂U/∂Vを用いて dU = TdS− PdVで与えられ

る.(T,V)の関数 F, (T,P)の関数Gを, F(T,V) = U − TS, G(T,P) = U − TS+ PVにより定義す

るとき, 次の関係を示せ.

dF = −S dT− PdT, dG= −S dT+ VdP

解答：

dF = d(U − TS) = dU − d(TS) = (TdS− PdV) − (S dT+ TdS)

= −S dT− PdV · · · (答)

dG = d(U − TS+ PV) = dU − d(TS) + d(PV)

= TdS− PdV− (S dT+ TdS) + (VdP+ PdV) = −S dT+ VdP· · · (答)

[問題 2.16]ある物理量 Aが X, Yの関数として,A = kX2Y(kは定数)と言う関係にあることが知られ

てるとする.X, Yを観測したときの誤差がそれぞれ∆X, ∆Yであったとき,Aの相対誤差はどの

程度と考えられるか.

解答：

∆A
A

=
k (X + ∆X)2 (Y+ ∆Y) − kX2Y

kX2Y

=
k
(
X2 + 2X∆X + (∆X)2

)
(Y+ ∆Y) − kX2Y

kX2Y

=
k
(
X2Y+ 2XY∆X + Y (∆X)2 + X2∆Y+ 2X∆X∆Y+ (∆X)2∆Y

)
kX2Y

=
2XY∆X + Y (∆X)2 + X2∆Y+ 2X∆X∆Y+ (∆X)2∆Y

X2Y

ここで ∆Xと∆Yがとても小さいとすると

2∆X
X
+
∆Y
Y
· · · (答)

[問題 2.17]x2 + y2 = 1のとき x+ yの最大値,最小値を求めよ.

解答：

ラグランジェの未定係数法を使う.

F(x, y, λ) = (x+ y) + λ(x2 + y2 − 1)とおく.

∂F
∂x

= 1+ 2λx = 0 (0.1)

∂F
∂y

= 1+ 2λy = 0 (0.2)

∂F
∂λ

= x2 + y2 − 1 = 0 (0.3)
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式 ( 0.1)より x = −1/(2λ),式 ( 0.2)より,y = −1/(2λ).

これらを式 ( 0.3)に代入して 1/(2λ2) − 1 = 0.

よって λ = ±1/
√

2.

つまり,λ = 1/
√

2のとき, x = y = −1/
√

2.

λ = −1/
√

2のとき, x = y = 1/
√

2.

ゆえに x+ yの最大値は x = y = 1/
√

2のとき,
√

2 · · · (答)

最小値は x = y = −1/
√

2のとき,−
√

2 · · · (答)

[問題 2.18]条件 y = 1− x2のもとで x+ y, x2 + y2の最大値,最小値を求めよ.

解答：

ラグランジュの未定係数法を用いる.

F(x, y, λ) = (x+ y) + λ(x2 + y− 1)とおく.

∂F
∂x

= 1+ 2λx = 0 (0.1)

∂F
∂y

= 1+ λ = 0 (0.2)

∂F
∂λ

= x2 + y− 1 = 0 (0.3)

式 (0.2)よりλ = −1.

これを式 ( 0.1)に代入して

1− 2x = 0

x =
1
2

この値を式 ( 0.3)に代入して

1
4
+ y− 1 = 0

y =
3
4

よって最大値は x = 1/2, y = 3/4のとき, x+ y = 5/4 · · · (答)

F(x, y, λ) = (x2 + y2) + λ(x2 + y− 1)とおいて偏微分をすると

∂F
∂x

= 2x+ 2λx = 0 (0.1)

∂F
∂y

= 2y+ λ = 0 (0.2)

∂F
∂λ

= x2 + y− 1 = 0 (0.3)

式 ( 0.1)より 2x(1+ λ) = 0.よって x = 0, λ = −1.

x = 0のとき式 (0.3)より, y = 1.この値を (0.2)に代入して, λ = −2.

λ = −1のとき式 (0.2)より, y = −1/2.この値を式 (0.3)に代入して, x = ±1/
√

2.

よって最大値は x = 0, y = 1のとき x2 + y2 = 1 · · · (答)

最小値は x = ±1/
√

2, y = 1/2のとき x2 + y2 = 3/4 · · · (答)
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[問題 2.19]U1 + U2 = U(一定), V1 + V2 = V(一定)のとき S = S1(U1,V1) + S2(U2,V2)を最大にする

条件は
1
T1
=

1
T2
,

P1

T1
=

P1

T2

であることを示せ.ただし

1
Ti
=
∂Si(Ui ,Vi)

∂Ui
,

Pi

Ti
=
∂Si(Ui ,Vi)

∂Vi

解答：

ラグランジュの未定係数法を用いる.

F(U1,U2,V1,V2, α, β) = S1(U1,V1) + S2(U2,V2) − α(U1 + U2 − U) − β(V1 + V2 − V)とおく.

∂F
∂U1

=
∂S1(U1,V1)

∂U1
+
∂S2(U2,V2)

∂U1
− ∂(α(U1 + U2 − U))

∂U1
− ∂(β(V1 + V2 − V))

∂U1

=
1
T1
− α = 0

∂F
∂U2

=
∂S1(U1,V1)

∂U2
+
∂S2(U2,V2)

∂U2
− ∂(α(U1 + U2 − U))

∂U2
− ∂(β(V1 + V2 − V))

∂U2

=
1
T2
− α = 0

よって

α =
1
T1
=

1
T2
· · · (答)

∂F
∂V1

=
∂S1(U1,V1)

∂V1
+
∂S2(U2,V2)

∂V1
− ∂(α(U1 + U2 − U))

∂V1
− ∂(β(V1 + V2 − V))

∂V1

=
P1

T1
− β = 0

∂F
∂V2

=
∂S1(U1,V1)

∂V2
+
∂S2(U2,V2)

∂V2
− ∂(α(U1 + U2 − U))

∂V2
− ∂(β(V1 + V2 − V))

∂V2

=
P2

T2
− β = 0

よって

β =
P1

T1
=

P2

T2
· · · (答)

[問題 2.20]三つの変数 n1, n2, n3が次の二つの条件を満たすとする.

n1 + n2 + n3 = N(一定)

E1n1 + E2n2 + E3n3 = E(一定)

E1, E2, E3は定数である.このとき

W(n1, n2,n3) = N ln N − n1 ln n1 − n2 ln n2 − n3 ln n3

を最大にする n1, n2, n3が次式で与えられることを示せ.

ni = e−(1+α)e−βEi
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ただし, α, βはラグランジュの未定係数法で

e−(1+α) =
N

3∑
i=1

e−βEi

,
E
N
=

3∑
i=1

Eie
−βEi

3∑
i=1

e−βEi

で与えられる.

解答：

F(n1, n2,n3, α, β) = N ln N−n1 ln n1−n2 ln n2−n3 ln n3−α(n1+n2+n3−N)−β(E1+E2+E3−E)と

する.

∂F
∂n1

= −∂(n1 ln n1)
∂n1

− α − βE1

= − ln n1 − 1− α − βE1 = 0

よって, n1 = e−(1+α)e−βE1.

∂F/∂n2, ∂F/∂n3についても同様に

∂F
∂n2

= −∂(n2 ln n2)
∂n2

− α − βE2

= − ln n2 − 1− α − βE2 = 0
∂F
∂n3

= −∂(n3 ln n3)
∂n3

− α − βE3

= − ln n3 − 1− α − βE3 = 0

したがって, n2 = e−(1+α)e−βE2, n3 = e−(1+α)e−βE3

ゆえに, ni = e−(1+α)e−βEi · · · (答)

第３章

［問題 3.1］次の関数のマクローリン展開式を求めよ。

(1) cosx (2) ln (1+ x) (3) (1+ x)α

(4) coshx ≡ (ex + e−x)/2 (5) sinhx ≡ (ex − e−x)/2

解）

(1)

f (x) = cosxとおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = − sinxより f ′(0) = 0

f ′′(x) = − cosxより f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = sinxより f ′′′(0) = 0

f (4)(x) = cosxより f (4)(0) =１

...

よって cosxのマクローリン展開は

cosx = 1− 1
2!

x2 +
1
4!

x4 − · · · + (−1)n
x2n

(2n)!
+ · · ·
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(2)

f (x) = ln (1+ x)とおくと、 f (0) = 0

f ′(x) = (1+ x)−1より f ′(0) = 1

f ′′(x) = −(1+ x)−2より f ′′(0) = −1

...

よって ln (1+ x)のマクローリン展開は

ln (1+ x) = x− x2

2
+ · · · + (−1)n−1 xn

n
+ · · ·

(3)

f (x) = (1+ x)α とおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = α(1+ x)α−1より f ′(0) = α

f ′′(x) = α(α − 1)(1+ x)α−2より f ′′(0) = α(α − 1)

...

よって (1+ x)αのマクローリン展開は

(1+ x)α = 1+ αx+
α(α − 1)

2!
x2 + · · ·

(4)

f (x) = coshxとおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = sinhxより f ′(0) = 0

f ′′(x) = coshxより f ′′(0) = 1

f ′′′(x) = sinhxより f ′′′(0) = 0

f (4)(x) = coshxより f (4)(0) = 1

...

よって coshxのマクローリン展開は

coshx = 1+
1
2!

x2 +
1
4!

x4 + · · · + x2n

(2n)!
+ · · ·

(5)

f (x) = sinhxとおくと、 f (0) = 0

f ′(x) = coshxより f ′(0) = 1

f ′′(x) = sinhxより f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = coshxより f ′′′(0) = 1

f (4)(x) = sinhxより f (4)(0) = 0

f (5)(x) = coshxより f (5)(0) = 1

...

よって、sinhxのマクローリン展開は

sinhx = x+
1
3!

x3 +
1
5!

x5 + · · · + x2n−1

(2n− 1)!
+ · · ·
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［問題 3.2］次のマクローリン展開の最初の数項を求めよ。

(1) ex sinx (2) e−x2
(3) cos[ln (1+ x)]

解）

(1)

f (x) = ex sinxとおくと、 f (0) = 0

f ′(x) = ex sinx+ ex cosxより f ′(0) = 1

f ′′(x) = 2ex cosxより f ′′(0) = 2

f ′′′(x) = 2ex cosx− 2ex sinxより f ′′′(0) = 2

f (4)(x) = −4ex sinxより f (4)(0) = 0

f (5)(x) = −4ex sinx− 4ex cosxより f (5)(0) = −4

...

よって ex sinxのマクローリン展開は

ex sinx = x+ x2 +
1
3

x3 − 1
30

x5 + · · ·

(2)

f (x) = e−x2
とおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = −2xe−x2
より f ′(0) = 0

f ′′(x) = −2e−x2
+ 4x2e−x2

より f ′′(0) = −2

f ′′′(x) = 12xe−x2 − 8x3e−x2
より f ′′′(0) = 0

f (4)(x) = 12e−x2 − 48x2e−x2
+ 16x4e−x2

より f (4)(0) = 12

f (5)(x) = −120xe−x2
+ 160x3e−x2 − 32x5e−x2

より f (5)(0) = 0

f (6)(x) = −120e−x2
+ 720x2e−x2 − 480x4e−x2

+ 64x6e−x2

より f (6)(0) = −120

...

よって、e−x2
のマクローリン展開は

e−x2
= 1− x2 +

1
2

x2 − 1
6

x6 + · · ·

(3)

f (x) = cos[ln (1+ x)] とおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = − sin[ln (1+ x)](1 + x)−1より f ′(0) = 0

f ′′(x) = − cos[ln (1+ x)](1 + x)−2 + sin[ln (1+ x)](1 + x)−2

より f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = 3 cos[ln (1+ x)](1 + x)−3 − sin[ln (1+ x)](1 + x)−3

より f ′′′(0) = 3

f (4)(x) = −10 cos[ln (1+ x)](1 + x)−4より f (4)(0) = −10

...
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よって cos[ln (1+ x)] のマクローリン展開は

cos[ln (1+ x)] = 1− 1
2

x2 +
1
2

x3 − 5
12

x4 + · · ·

［問題 3.3］x ∼ 0、y ∼ 0として次の関数のマクローリン展開を求めよ。

(1) ex+y (2) cos(x− y)

解）

(1) f (x, y) = ex+yとおくと、f (0,0) = 1

fx(x, y) = ex+yより fx(0,0) = 1

fy(x, y) = ex+yより fy(0,0) = 1

fxx(x, y) = ex+yより fxx(0,0) = 1

fxy(x, y) = ex+yより fxy(0, 0) = fyx(0,0) = 1

fyy(x, y) = ex+yより fyy(0, 0) = 1

fxxx(x, y) = ex+yより fxxx(0,0) = 1

fxxy(x, y) = ex+yより fxxy(0,0) = fxyx(0,0) = fyxx(0,0) = 1

fxyy(x, y) = ex+yより fxyy(0,0) = fyxy(0,0) = fyyx(0,0) = 1

fyyy(x, y) = ex+yより fyyy(0,0) = 1
...

よって ex+yのマクローリン展開は

ex+y = 1+ (x+ y) +
(x+ y)2

2!
+

(x+ y)3

3!
+ · · · + (x+ y)n

n!
+ · · ·

(2)

f (x, y) = cos(x− y)とおくと、f (0,0) = 1

fx(x, y) = − sin(x− y)より fx(0,0) = 0

fy(x, y) = sin(x− y)より fy(0,0) = 0

fxx(x, y) = − cos(x− y)より fxx(0, 0) = −1

fxy(x, y) = cos(x− y)より fxy(0,0) = fyx(0,0) = 1

fyy(x, y) = − cos(x− y)より fyy(0,0) = −1

fxxx(x, y) = sin(x− y)より fxxx(0,0) = 0

fxxy(x, y) = − sin(x− y)より fxxy(0,0) = fxyx(0, 0) = fyxx(0, 0) = 0

fxyy(x, y) = sin(x− y)より fxyy(0,0) = fyxy(0,0) = fyyx(0,0) = 0

fyyy(x, y) = − sin(x− y)より fyyy(0,0) = 0

fxxxx(x, y) = cos(x− y)より fxxxx(0,0) = 1
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fxxxy(x, y) = − cos(x− y)より

fxxxy(0, 0) = fxxyx(0,0) = fxyxx(0,0) = fyxxx(0,0) = −1

fxxyy(x, y) = cos(x− y)より

fxxyy(0,0) = fxyyx(0,0) = fxyxy(0,0) = fyxyx(0,0) = fyxxy(0,0) = fyyxx(0,0) = 1

fxyyy(x, y) = − cos(x− y)より

fxyyy(0,0) = fyxyy(0,0) = fyyxy(0,0) = fyyyx(0,0) = −1

fyyyy(x, y) = cos(x− y)より fyyyy(0,0) = 1
...

よって cos(x− y)のマクローリン展開は

cos(x− y) = 1− (x− y)2

2!
+

(x− y)4

4!
− · · · + (x− y)2n

2n!
+ · · ·

[問題 3.4]マクローリン展開を利用して、次の量の近似値を求めよ。

(1) ln 1.01 (2) sin 0.02

解）

(1)

f (x) = ln (1+ x)とおくと、f (0) = 0

f ′(x) = (1+ x)−1となり f ′(0) = 1

f ′′(x) = −(1+ x)−2となり f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = 2(1+ x)−3となり f ′′′(0) = 2
...

よって ln (1+ x)のマクローリン展開は

ln (1+ x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · · + (−1)n−1 xn

n
+ · · ·

x = 0.01を代入すると

ln (1.01) = 0.01− 0.012

2
+

0.013

3
+ · · ·

≃ 0.01

(2)

f (x) = sinxとおくと、f (0) = 0

f ′(x) = cosxより f ′(0) = 1

f ′′(x) = − sinxより f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = − cosxより f ′′′(0) = −1

f (4)(x) = sinxより f (4)(0) = 0

f (5)(x) = cosxより f (5)(0) = 1
...

よって sinxのマクローリン展開は

sinx = x− 1
3!

x2 +
1
5!

x5 − · · · + (−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·
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x = 0.02を代入すると

sin 0.02 = 0.02− 0.023

3!
+

0.025

5!
− · · ·

≃ 0.02

［問題 3.5］次の関数を指定された点の周りで第三項目まで展開せよ。

(1) ex (x = 2) (2) cosx (x = π) (3) ax (x = 0)

解）

(1)

f (x) = exとおくと、f (2) = e2

f ′(x) = exより f ′(2) = e2

f ′′(x) = exより f ′′(2) = e2

...

よって

ex = e2
[
1+ (x− 2)+

(x− 2)2

2!
+ · · ·

]
(2)

f (x) = cosxとおくと、f (π) = −1

f ′(x) = − sinxより f ′(π) = 0

f ′′(x) = − cosxより f ′′(π) = 1

f ′′′(x) = sinxより f ′′′(π) = 0

f (4)(x) = cosxより f (4)(π) = −1
...

よって

cosx = −1+
(x− π)2

2!
− (x− π)4

4!
+ · · ·

(3)

f (x) = ax = eln ax
= ex ln aとおくと、 f (0) = 1

f ′(x) = ln aex ln aより f ′(0) = ln a

f ′′(x) = (ln a)2ex ln aより f ′′(0) = (ln a)2

...

よって

ax = 1+ (ln a)x+
(ln a)2

2
x2 + · · ·

［問題 3.6］次の x = 0の近傍における近似式を証明せよ。

cothx− 1
x
�

1
3

x− 1
45

x3 + · · ·

解）

まず、

cothx =
coshx
sinhx

� a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · ·
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とおく。

coshx � 1+
1
2!

x2 +
1
4!

x4 + · · · + x2n

(2n)!
+ · · ·

sinhx � x+
1
3!

x3 +
1
5!

x5 · · · + x2n−1

(2n− 1)!
+ · · ·

を用いると

coshx � sinhx(a0 + a1x+ a3x3 + a4x4 + · · · )

= x(a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · · )

+
1
3!

x3(a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · · )

+
1
5!

x5(a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · · ) + · · ·

となる。項と係数の関係より両辺を比較すると

xa0 = 1より a0 = 1/x

a1 = 1/2

a2 + a0/3! = 0より a2 = −1/6x

a3 + a1/3! = 1/4!より a3 = −1/24

a4 + a2/3! + a0/5! = 0より a4 = 1/36x− 1/5!x

よって

cothx �
1
x
+

1
2
· x− 1

6x
· x2 − 1

24
· x3 +

(
1

36x
− 1

5!x

)
· x4 + · · ·

=
1
x
+

1
3

x− 1
45

x3 + · · ·

ゆえに

cothx− 1
x
�

1
3

x− 1
45

x3 + · · ·

［問題 3.7］次の関数の極小点を求め、その点の周りで関数を展開して xの二次の項まで求めよ。

（x > 0とする。）

V(x) = 4ε

[(
σ

x

)12
−

(
σ

x

)6
]

解）

まず、極小点を求める。関数 V(x)を xで微分すると

V′(x) = 4ε
(
−12σ12x−13 + 6σ6x−7

)
極小点を x = x0とすると

V′(x0) = 4ε
(
−12σ12x−13 + 6σ6x−7

)
= 0

より、x6
0 = 2σ6。よって極小点は x0 = 21/6σ。

次に極小点 x0 = 21/6σの周りで関数 V(x)を展開していく。x0 = 21/6σより σ/x0 = 2−1/6であるから

V(x0) = 4ε

( σx0

)12

−
(
σ

x0

)6 = 4ε(2−2 − 2−1) = 4ε(
1
4
− 1

2
) = −ε
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また、V′′(x) = 4ε
(
12 · 13σ12x−14 − 6 · 7σ6x−8

)
より

V′′(x0) = 4ε
(
12 · 13σ12x−14

0 − 6 · 7σ6x−8
0

)
= 4ε

(
12 · 13 · 2−14/6σ−2 − 6 · 7 · 2−8/6σ−2

)
= 2 · 36 · 2−2/6εσ−2

よって、極小点 x0 = 21/6σの周りでの展開式は

V(x) =
.
. V(x0) + V′(x0)(x− x0) +

V′′(x0)
2!

(x− x0)2

= −ε + 1
2!
· 2 · 36 · 2−2/6εσ−2

(
x− 21/6σ

)2
= −ε + 36ε

( x

21/6σ
− 1

)2

［問題 3.8］sinhxの逆関数を sinh−1 xと書く。すなわち、y = sinh−1 xのとき x = sinhy。このとき

y = ln(x+
√

x2 + 1)

であることを示せ。

解）

y = sinh−1 x⇐⇒ x = sinhy =
ey − e−y

2

より、

ey − 1
ey
= 2x⇐⇒ e2y − 2xey − 1 = 0

２次方程式を解くと、ey = x+
√

x2 + 1 (ey > 0)。よって

y = ln(x+
√

x2 + 1)

［問題 3.9］同じ大きさの本をずらして積み上げることを考える。上の本が落ちない範囲でぎりぎり

のところまでずらせて積み重ねるとき、もっとも上の本と最下段の本との距離はいくらでも大きくで

きることを示せ。

解)

　まず、本の長さを 2aとし二冊の本を積み重ねる場合から考えていく。この場合、一冊目の本の重

心の位置 A のところを支えれば積み重ねることができるので、二冊目の本のふちが一冊目の本の重

心に来るようにする（図 4）。次に三冊の本をずらして積み重ねる場合、図 5のように Bには一冊分

の重さがかかり、Cは二冊目の重心だから一冊分の重さがかかる。なので、Bと Cの中心、つまり本

の端から a/2の長さのところで支えるように、三冊目の本を重ねる。四冊の本をずらして積み重ねる

場合、図 6のように Dには二冊分の重さがかかり、Eには一冊分の重さがかかる。なので、本の端

から a/3の長さのところで支えるように、四冊目の本を重ねる。五冊目以降も同様に積み重ねていく

と（図 7）、上からｎ番目と n+ 1番目の本の距離が a/nであれば、本を積み重ねることができるか

ら、もっとも上の本と最下段の本との距離は

a+
a
2
+

a
3
+

a
4
+

a
5
+ · · · a

n
+ · · · =

∞∑
n=1

a
n

となる。ここで
ダ ラ ン ベ ー ル

d’Alembertの判定法
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ダ ラ ン ベ ー ル

d’Alembertの判定法� �
正項級数

∞∑
n=1

an(an ≤ 0)を、極限 lim
x→∞

an+1

an
= Lにより級数の収束性を判定できる。

0 ≤ L < 1のとき収束する。

L > 1のとき発散する。

L = 1のときは判定できない。� �
を用いて n項目は an = a/nより

an+1

an
=

a
n+1

a
n

=
n

n+ 1
=

1

1+ 1
n

= 1(n→ ∞)

となり
ダ ラ ン ベ ー ル

d’Alembertの判定法では判定ができないので積分判定法1を用いる。ここで、 f (x) = a/x(x ≥ 1)

とおくと区間 [1,∞)において f ′(x) = −a/x2 < 0より単調減少関数であり、∫ ∞

1

a
x

dx= lim
β→∞

∫ β

1

a
x

dx= lim
β→∞

[
a ln x

]β
1
= lim

β→∞
a ln β − a ln 1 = ∞

積分判定法より
∫ ∞

1

a
x

dxの収束、発散と
∞∑

n=0

a
n
の収束、発散は一致するので、

∑ a
n は発散する。よっ

て、もっとも上の本と最下段の本との距離はいくらでも大きくできる。

Fig. 4:本を二冊積み重ねるとき Fig. 5:本を三冊積み重ねるとき

Fig. 6:本を四冊積み重ねるとき Fig. 7:本を五冊以上積み重ねるとき

1積分判定法

f (x) ≥ 0が単調減少関数であるとき、広義積分
∫ ∞

1

a
x

dxの収束、発散と
∞∑

n=0

a
n
の収束、発散は一致する
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［問題 3.10］小さな振幅の振り子の運動方程式 (3.18)を、初期条件 t = 0において θ = 0、dθ/dt = v0/l

として解け。

解）

教科書 p.34の式 (3.18)より

d2θ

dt2
= −g

l
θ ≡ −ω2θ

θ = eλt とおいて上の式に代入すると、特性方程式は

λ2 + ω2 = 0

... λ = ±iω

よって、x = e±iωt が基本解となり、一般解はオイラーの公式を用いて

θ(t) = C′1eiωt +C′2e−iωt (C′1,C
′
2 :任意定数)

= C′1(cosωt + i sinωt) +C′2(cosωt − i sinωt)

= (C′1 +C′2) cosωt + i(C′1 −C′2) sinωt

= C1 cosωt +C2 sinωt (C′1 +C′2 = C1,C
′
1 −C′2 = C2 :任意定数)

初期条件 t = 0において θ = 0よりC1 = 0。よって

θ(t) = C2 sinωθ

また、上の式を tで微分して

dθ
dt
= ωC2 cosωt

初期条件 t = 0のとき dθ/dt = v0/l よりC2 = v0/ωl。よって

θ(t) =
v0

ωl
sinωt

［問題 3.11］k2が小さいとして (3.23)展開して (3.24)を導け。

K(k) =
∫ π/2

0

dθ′√
1− k2 sin2 θ′

(3.23)

K(k) �
π

2

1+ (
1
2

)2

k2 +

(
1 · 3
2 · 4

)2

k4 + · · ·
 (3.24)

解）

f (k) = 1/
√

1− k2 sin2 θ′ とおき、k = 0の周りで展開する。ここで、k = 0のとき f (0) = 1。

f ′(k) = {(1− k2 sin2 θ′)−1/2}′ = (1− k2 sin2 θ′)−3/2 · ksin2 θ′

より f ′(0) = 0

f ′′(k) = −3
2

(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · (−2k2 sin4 θ′) + (1− k2 sin2 θ′)−3/2 · sin2 θ′

= 3(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · k2 sin4 θ′ + (1− k2 sin2 θ′)−3/2 · sin2 θ′
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より f ′′(0) = sin2 θ′

f ′′′(k) = −3 · 5
2

(1− k2 sin2 θ′)−7/2 · (−2k3 sin6 θ′) + 3(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · 2ksin4 θ′

−3
2

(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · (−2ksin4 θ′)

= 15(1− k2 sin2 θ′)−7/2 · k3 sin6 θ′ + 9(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · ksin4 θ′

より f ′′′(0) = 0

f (4)(k) = −15 · 7
2

(1− k2 sin2 θ′)−9/2 · (−2k4 sin8 θ′) + 15(1− k2 sin2 θ′)−7/2 · 3k2 sin6 θ′

−9 · 5
2

(1− k2 sin2 θ′)−7/2 · (−2k2 sin6 θ′) + 9(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · sin4 θ′

= 105(1− k2 sin2 θ′)−9/2 · k4 sin8 θ′ + 90(1− k2 sin2 θ′)−7/2 · k2 sin6 θ′ + 9(1− k2 sin2 θ′)−5/2 · sin4 θ′

より f (4)(0) = 9 sin4 θ′。

よって

f (k) = f (0)+ f ′(0)k+
f ′′(0)

2!
k2 +

f ′′′(0)
3!

k3 +
f (4)(0)

4!
k4 + · · ·

= 1+
1
2

k2 sin2 θ′ +
9
4!

k4 sin4 θ′ + · · ·

= 1+
1
2

k2 sin2 θ′ +
3
8

k4 sin4 θ′ + · · ·

したがって、K(k)は

K(k) =
∫ π/2

0
f (k)dθ′ =

∫ π/2

0
dθ′ +

1
2

k2
∫ π/2

0
sin2 θ′dθ′ +

3
8

k4
∫ π/2

0
sin4 θ′dθ′ + · · ·

ここで ∫ π/2

0
dθ′ =

[
θ′
]π/2
0
=
π

2∫ π/2

0
sin2 θ′dθ′ =

1
2

∫ π/2

0
(1− cos 2θ′)dθ′ =

1
2

[
θ′ +

1
2

sin 2θ′
]π/2
0
=

1
2
· π

2

三倍角の公式 sin 3θ′ = 3 sinθ′ − 4 sin3 θ′ を用いて

∫ π/2

0
sin4 θ′dθ′ =

∫ π/2

0
sinθ′ sin3 θ′dθ′ =

∫ π/2

0
sinθ′ · 1

4
(3 sinθ′ − sin 3θ′)dθ′

=
1
4

∫ π/2

0
(3 sin2 θ′ − sinθ′ sin 3θ′)dθ′ =

3
4

∫ π/2

0
sin2 θ′dθ′ − 1

4

∫ π/2

0
sinθ′ sin 3θ′dθ′

=
3
8

∫ π/2

0
(1− cos 2θ′)dθ′ − 1

8

∫ π/2

0
(cos 4θ′ − cos 2θ′)dθ′

=
3
8

[
θ′ − 1

2
sin 2θ′

]π/2
0
− 1

8

[1
4

sin 4θ′ − 1
2

sin 2θ′
]π/2
0
=

3
8
· π

2
よって

K(k) �
π

2
+

1
2

k2 · 1
2
· π

2
+

3
8

k4 · 3
8
· π

2
+ · · ·

=
π

2

1+ (
1
2

)2

k2 +

(
1 · 3
2 · 4

)2

k4 + · · ·
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第４章

[問題 4.1] P.36の調和振動子の解（4.4）の定数を,初期条件 t = 0において, x = 0, dx/dt = v0(平衡

位置を初速 v0で動き始める)を満たすように決定し,解を求めよ.

[解答]

(4.4)に t = 0を代入する.

x(0) = C1 +C2 = 0

また, dx/dtにも t = 0を代入すると

dx(0)
dt
= iω(C1 −C2) = v0

となる.これらより

C1 = −C2

iω(2C1) = v0

C1 =
v0

2iω
, C2 = −

v0

2iω

よって

x(t) =
v0

2iω
(eiωt − e−iωt)

オイラーの公式より

x(t) =
v0

ω
sinωt

[問題 4.2]次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) d2x
dt2 + 6dx

dt + 5x = 0 (2) d2x
dt2 + 2dx

dt + 5x = 0

(3) d2x
dt2 + 2dx

dt + x = 0

[解答]

(1)

b2 − ac= 4 > 0

よって,この方程式の一般解は

x = e−3t(C1e2t +C2e−2t)

= C1e−t +C2e−5t

である.

(2)

b2 − ac= −4 < 0

よって,この方程式の一般解は

x = e−t(C1e2it +C2e−2it )

である.

(3)

b2 − ac= 0
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よって,この方程式の一般解は

x = e−t(C1 +C2t)

である.

[問題 4.3]前問で求めた一般解の任意定数を,t = 0において x = 1,dx/dt = 0を満たすように決定せ

よ.

[解答]

(1)

t = 0を代入する.

x(0) = C1 +C2 = 1

また, dx/dtにも t = 0を代入すると

dx(0)
dt
= −C1 − 5C2 = 0

これらより

C1 =
5
4
, C2 = −

1
4

よって

x =
1
4

(5e−t − e−5t)

(2)

t = 0を代入する.

x(0) = C1 +C2 = 1

また, dx/dtにも t = 0を代入すると

dx(0)
dt
= −(C1 +C2) + 2i(C1 −C2) = 0

これらより

C1 =
2i + 1

4i
=

2− i
4

, C2 =
2i − 1

4i
=

2+ i
4

よって

x = e−t

(
2− i

4
e2it +

2+ i
4

e−2it

)

(3)

t = 0を代入する.

x(0) = C1 = 1

また, dx/dtにも t = 0を代入すると

dx(0)
dt
= −C1 +C2 = 0

これらより

C1 = 1 , C2 = 1

よって

x = e−t(1+ t)
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[問題 4.4]微分方程式（4.9）において,臨界制動の条件 (κ2 = ω2
0)が満たされる場合を考える. t = 0

における初期条件 x = a,dx/dt = v0のいろいろな組合せを考え (a > 0として, v0の大きさ,符号を変

える),運動の様子がどのように変るかを考察せよ.

[解答]

x(t) = e−κt(C1 +C2t)を考えると,

x(0) = C1 = a

dx(0)
dt
= −κC1 +C2 = v0

これらより

C1 = a , C2 = v0 + κa

となり,元の式は

x(t) = e−κt[a+ (v0 + κa)t]

となる.この式の様子を a = 1として下図に示す.

Fig. 8: v0 = 0, κ = 1の図

[問題 4.5] d2x/dt2 + 6dx/dt+ 9x = 0の一般解を次の手順により求めよ.

(1) x = f (t)e−3t とおき, f (t)の満たす微分方程式を導く.

(2) (1)の方程式を解いて一般解を求める.

[解答]

(1)

x = f (t)e−3t とおくと
dx
dt
= f ′(t)e−3t − 3 f (t)e−3t

d2x
dt2
= f ′′(t)e−3t − 6 f ′(t)e−3t + 9 f (t)e−3t
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Fig. 9: v0 = 10,κ = 1の図

Fig. 10:v0 = −10,κ = 1の図

Fig. 11:v0 = 0, κ = 0.1の図
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Fig. 12:v0 = 10,κ = 0.1の図

Fig. 13:v0 = −10,κ = 0.1の図

Fig. 14:v0 = 0, κ = 5.0の図
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Fig. 15:v0 = 10,κ = 5.0の図

Fig. 16:v0 = −10,κ = 5.0の図
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これらを代入すると

x = f ′′(t)e−3t − 6 f ′(t)e−3t + 9 f (t)e−3t + 6 f ′(t)e−3t − 18f (t)e−3t + 9 f (t)e−3t

= f ′′(t)e−3t = 0

e−3t , 0より
d2 f
dt2
= 0

(2)
d2 f
dt2 = 0を積分すると

d f
dt
= C2

これをさらに積分すると

f = C1 +C2t

これより,この方程式の一般解は

x = (C1 +C2t)e−3t

である.

[問題 4.6]次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) d2y
dx2 − 2dy

dx − 3y = 24e−3x (2) d2y
dx2 +

dy
dx − 2y = x2 − x

(3) d2y
dx2 + 8dy

dx + 25y = sinx

[解答]

(1) まず, y = Ae−3t とおいて代入すると

A(9+ 6− 3)e−3x = 24e−3x

から

A = 2

となり,特解は

y = 2e−3x

となる.

次に,右辺を 0とした同次方程式の一般解を求める.

b2 − ac= 4 > 0

よって

y = ex(C1e2x +C2e−2x) = C1e3x +C2e−x

となる.これらよりこの方程式の一般解は

y = C1e3x +C2e−x + 2e−3x

である.

(2) まず, y = Ax2 + Bx+Cとおいて代入すると

2A+ (2Ax+ B) − 2(Ax2 + Bx+ c) = x2 − x
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となり,これを整理すると

−2Ax2 + (2A− 2B)x− 2A+ B− 2c = x2 − x

となる.これより 
−2A = 1

2A− 2B = −1

2A+ B− 2C = 0

となる.またこれらより

A = −1
2
, B = 0 , C = −1

2

が求まる.以上より特解は

y = −1
2

(x2 + 1)

となる.

次に,右辺を 0とした同次方程式の一般解を求める.

b2 − ac=
9
4
> 0

よって

y = e−
1
2 (C1e

3
2 +C2e−

3
2 ) = C1ex +C2e−2x

となる.これらよりこの方程式の一般解は

y = C1ex +C2e−2x − 1
2

(x2 + 1)

である.

(3) まず, y = Acosx+ Bsinxとおいて代入して整理すると

(24A+ 8B) cosx+ (−8A+ 24B) sinx

となる.これより  24A+ 8B = 0

−8A+ 24B = 1

となる.またこれらより

A = − 1
80

, B =
3
80

が求まる.以上より特解は

y =
1
80

(3 sinx− cosx)

となる.

次に,右辺を 0とした同次方程式の一般解を求める.

b2 − ac= −9 < 0

よって

y = e−4x(C1e3ix +C2e−3ix)

となる.これらよりこの方程式の一般解は

y = e−4x(C1e3ix +C2e−3ix) +
1
80

(3 sinx− cosx)
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である.

[問題 4.7]微分方程式
d2y
dx2
− 2

dy
dx
+ y = ex

の特解を求めよ.（ヒント： y = Ax2exを仮定せよ.）

[解答]

y = Ax2exとおいて代入すると
dy
dx
= 2Axex + Ax2ex

d2y
dx2
= 2Aex + 4Axex + Ax2ex

となる.これらを代入すると

2Aex = ex

となり

A =
1
2

が求まる.以上よりこの方程式の特解は

y =
x2

2
ex

である.

[問題 4.8]微分方程式
d2x
dt2
+ 2

dx
dt
+ 5x = cosωt

の解で,初期条件 t = 0において x = 1, dx/dt = 0を満たすものを求め,その時間依存性を図示せよ.

[解答]

x = Acosωt + Bsinωtとおいて代入すると

−Aω2 cosωt − Bω2 sinωt + 2(−Aω sinωt + Bω cosωt) + 5(Acosωt + Bsinωt) = cosωt

となる.これより  A(5− ω2) + 2Bω = 1

B(5− ω2) − 2Aω = 0

となり,これらから

A =
5− ω2

(5− ω2)2 + 4ω2
, B =

2ω
(5− ω2)2 + 4ω2

が求まる.よって特解は

x =
5− ω2

(5− ω2)2 + 4ω2
cosωt +

2ω
(5− ω2)2 + 4ω2

sinωt

である.

次に,右辺を 0とした同次方程式の一般解を求める.

b2 − ac= −4 < 0

より

x = e−t(C1e2it +C2e−2it )
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となる.以上よりこの方程式の一般解は,オイラーの公式より

x = e−t[C1(cos 2t + i sin 2t) +C2{cos(−2t) + i sin(−2t)}] + Acosωt + Bsinωt

である.

次に,この一般解に t = 0を代入する.

x(0) = C1 +C2 + A = 1

また, dx/dtにも t = 0を代入すると

dx(0)
dt
= −(C1 +C2) + 2i(C1 −C2) + Bω = 0

これらから

C1 +C2 = 1− A C1 −C2 =
1− A− Bω

2i

となる.これらと, cos(−2t) = cos 2t, sin(−2t) = − sin 2tを一般解に代入すると

x = e−t{C1(cos 2t + i sin 2t) +C2(cos 2t − i sin 2t)} + Acosωt + Bsinωt

= e−t{(C1 +C2) cos 2t + (C1 −C2)i sin 2t} + Acosωt + Bsinωt

よって,この方程式の解で条件を満たすものは

x = e−t

{
(1− A) cos 2t +

(
1− A− ωB

2

)
sin 2t

}
+ Acosωt + Bsinωt

である.また,時間依存性を図 10に示す.

Fig. 17:時間依存性
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[問題 4.9]図（P.44参照）のような抵抗 R,コンデンサーC,コイル Lおよび AC電源からなる回路

を考える.時刻 tにおける回路内の電流を I (t),コンデンサーに蓄えられた電気量を q(t)とすると,キ

ルヒホッフの法則より,

L
dI
dt
+ RI +

q
C
= V

この式を tで微分して, I = dq/dtを用いると

L
d2I
dt2
+ R

dI
dt
+

I
C
=

dV
dt

となる. V = V0 cosωtとして,共振振動数を求めよ.

[解答]

まず, I = Acosωt + Bsinωtとおくと

L(−Aω2 cosωt − Bω2 sinωt) + R(−Aω sinωt + Bω cosωt) +
1
C

(Acosωt + Bsinωt) = −V0ω sinωt

となる.これを整理すると  −LAω2 + RBω + A
C = 0

−LBω2 − RAω + B
C = −V0ω

と表せる.これらより

A =
−RBωC

1−CLω2
, B =

LAω2

ωR
− A
ωRC

となる. Aを sinの式に代入し,変形する.

−Lω2

(
LAω2

ωR
− A
ωRC

)
= −V0ω

1
ωR

(
1
C
− Lω2

) (
LAω2 − A

C

)
− RAω = −V0ω

− A
ωR

( 1
C
− Lω2

)2

+ ω2R2

 = −V0ω

A =
V0ω

2R(
1
C − Lω2

)2
+ ω2R2

B =
V0ω

3L(
1
C − Lω2

)2
+ ω2R2

− V0ω

C
{(

1
C − Lω2

)2
+ ω2R2

}
この Aの式で最も振動数 ωの振幅が大きい部分は (1/C − Lω2)2なので

1
C
− Lω2 = 0

の時共振が起こる.

ω =
1
√

LC

よって,共振振動数 ω0は

ω0 =
1
√

LC

である.
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第 5章

[問題 5.1] (5.9),(5.10)の定数を、t = 0において dx1/dt = v0,x1 = x2 = 0,dx2/dt = 0という初期条件

を満たすように決定せよ。また、x1(t)と x2(t)の時間依存性を図示せよ。

（解答）

x1(t) =
1
2

(C1eiωt +C2e−iωt + D1eiω′t + D2e−iω′t) · · · (5.9)式

x2(t) =
1
2

(C1eiωt +C2e−iωt − D1eiω′t − D2e−iω′t) · · · (5.10)式

の 2式が t=0において、x1=x2=0であることより

x1(0) =
1
2

(C1eiω0 +C2e−iω0 + D1eiω′0 + D2e−iω′0)

=
1
2

(C1 +C2 + D1 + D2)

= 0 · · · 1⃝
(0.4)

x2(0) =
1
2

(C1 +C2 − D1 − D2)

(0.5)

また、t=0において dx1
dt =v0,dx2

dt =0を用いて、

x′1(t) =
1
2

(ωC1eiωt + (−iω)C2e−iωt + iω′D1eiω′t + (−iω′)D2e−iω′t)

これに t=0を代入

x′1(0) =
1
2

(iωC1 − iωC2 + iω′D1 − iω′D2 = v0 · · · 3⃝

同様に、x′2(t)について

x′1(t) =
1
2

(iωC1eiωt − iωC2e−iωt − iω′D1eiω′t + (−iω′)D2e−iω′t)

これに t=0を代入

x′2(0) =
1
2

(iωC1 − iωC2 − iω′D1 + iω′D2 = 0 · · · 4⃝

以上の、 1⃝、 2⃝、 3⃝、 4⃝より
C1 + C2 + D1 + D2 = 0　 · · ·　 1⃝
C1 + C2 − D1 − D2 = 0　 · · ·　 2⃝
iωC1 − iωC2+iω′D1−iω′D2 = 2v0　 · · ·　 3⃝
iωC1 − iωC2 − iω′D1 + iω′D2 = 0　 · · ·　 4⃝

(0.6)

(1)を 1⃝ + 2⃝、3⃝ + 4⃝をして  2C1 + 2C2=0

2iωC1 - 2iωC2=2v0
(0.7)

(2)の辺々を足して

C1 +C2 = 0

∴ C1 = −C2
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この結果を (2)に代入して

2iω(−C2) − 2iωC2 = 2v0

−2iωC2 = v0

C2 = − v0

2iω

また、C1 = −C2より

C2 =
v0

2iω

同様に (1)を 1⃝− 2⃝、3⃝− 4⃝を行い  2D1 + 2D2=0

2iω′D1 - 2iω′D2=2v0
(0.8)

D1 =
v0

2iω′

D2 = − v0

2iω′

以上の値を、元の式 (5.9),(5.10)に代入すると

x1(t) =
1
2

(
v0

2iω
eiωt − v0

2iω
e−iωt +

v0

2iω
eiω′t − v0

2iω
e−iω′t)

x2(t) =
1
2

(
v0

2iω
eiωt − v0

2iω
e−iωt − v0

2iω
eiω′t +

v0

2iω
e−iω′t)

となる。

また、この x1(t)と x2(t)の時間依存性は

x1(t) =
1
2

(
v0

2iω
(cosωt + isinωt) − v0

2iω
(cosωt − isinωt)

+
v0

2iω
(cosω′t + isinω′t) − v0

2iω
(cosω′t − isinω′t)

= (
v0

2ω
(sinωt) +

v0

2ω
(sinω′t)

=
v0

2
(
ω′sinωt + ωsinω′t

ωω′
)

同様に x2(t)について

x2(t) =
1
2

(
v0

2iω
(cosωt + isinωt) − v0

2iω
(cosωt − isinωt)

− v0

2iω
(cosω′t + isinω′t) +

v0

2iω
(cosω′t − isinω′t)

x2(t) = (
v0

2ω
(sinωt) − v0

2ω
(sinω′t)

=
v0

2
(
ω′sinωt − ωsinω′t

ωω′
)
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となり、この 2つを時間について図示すると次のようになる

[問題 5.2]次の行列の固有値と固有ベクトルを求めよ。固有ベクトルは大きさ 1に規格化せよ。
x(

t)

t

Fig. 18: x1(t)のグラフ

x(
t)

t

Fig. 19: x2(t)のグラフ

(1)  5 −2

−2 2


(解答)

 5 −2

−2 2


 5 −2

−2 2

  x

y

 = λ

 x

y


∣∣∣∣∣∣∣ λ − 5 2

2 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より

(λ − 5)(λ − 2)− 4 = 0

λ2 − 7λ + 6 = 0

(λ − 6)(λ − 1) = 0

∴ λ = 1,6

a)λ = 1のとき  λ − 5 2

2 λ − 2

  x

y

 =  0

0


 −4 2

2 −1

  x

y

 =  0

0


 −2 1

0 0

  x

y

 =  0

0
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よって

−2x+ y = 0

x = αとすれば  x=α

y=2α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

α + 4α2 = 1

α =
1
√

5

よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

5

 1

2


同様に考えて、

b) λ = 6のとき  λ − 5 2

2 λ − 2

  x

y

 =  0

0

 1 2

2 4

  x

y

 =  0

0


 1 2

0 0

  x

y

 =  0

0


よって

x+ 2y = 0

y = αとすれば  x=−2α

y=α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

4α + α2 = 1

α =
1
√

5

よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

5

 −2

1


(2)

 3 −2

−2 0
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（解答）

 3 −2

−2 0


 3 −2

−2 0

  x

y

 = λ

 x

y


∣∣∣∣∣∣∣ λ − 3 2

2 λ − 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より

(λ − 3)λ − 4 = 0

λ2 − 3λ − 4 = 0

(λ − 4)(λ + 1) = 0

∴ λ = −1,4

a)λ = −1のとき

 λ − 3 2

2 λ − 0

  x

y

 =  0

0


 −4 2

2 −1

  x

y

 =  0

0


 −2 1

0 0

  x

y

 =  0

0


よって

−2x+ y = 0

x = αとすれば  x=α

y=2α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

α2 + 4α2 = 1

α =
1
√

5

よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

5

 1

2
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同様に考えて、

b) λ = 4のとき  λ − 3 2

2 λ

  x

y

 =  0

0

 1 2

2 4

  x

y

 =  0

0


 1 2

0 0

  x

y

 =  0

0


よって

x+ 2y = 0

y = αとすれば  x=−2α

y=α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

4α2 + α2 = 1

α =
1
√

5

よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

5

 −2

1


(3)

 1 3

2 2


（解答）

 1 3

2 2


 1 3

2 2

  x

y

 = λ

 x

y


∣∣∣∣∣∣∣ λ − 1 −3

−2 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より

(λ − 1)(λ − 2)− 6 = 0

λ2 − 3λ − 4 = 0

(λ − 4)(λ + 1) = 0
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∴ λ = −1,4

a)λ = −1のとき  λ − 1 −3

−2 λ − 2

  x

y

 =  0

0

 −2 −3

−2 −3

  x

y

 =  0

0


 2 3

0 0

  x

y

 =  0

0


よって

2x+ 3y = 0

x = αとすれば  x = α

y = − 2
3α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

α2 +
4
9
α2 = 1

α =
3
√

13

よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

13

 3

−2


同様に考えて

b) λ = 6のとき  λ − 5 2

2 λ − 2

  x

y

 =  0

0

 1 2

2 4

  x

y

 =  0

0


 1 2

0 0

  x

y

 =  0

0


よって

x+ 2y = 0

y = αとすれば  x=−2α

y=α

ここで、ベクトルの大きさが１になるよう規格化すると√
x2 + y2 = 1

4α + α2 = 1

α =
1
√

5
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よって求める固有ベクトルは  x

y

 = 1
√

5

 −2

1


[問題 5.3] (1)  3x+ y = 1

x+ y = 3

(解答)

クラーメルの公式を用いて

x =

∣∣∣∣∣ 1 1

3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 1

1 1

∣∣∣∣∣
x =

1− 3
3− 1

x = −1

同様に yについて

y =

∣∣∣∣∣∣∣ 3 1

1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 1

1 1

∣∣∣∣∣
y =

9− 1
3− 1

y = 4

(2) 
x+ y+ z= 2

x− y+ z= 1

x+ y− z= 1

(解答)

クラーメルの公式を用いて

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1

1 −1 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x =

4
4

x = 1
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同様に yについて

y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1

1 1 1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y =

−2
4

y = −1
2

同様に zについて

z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1

1 1 −1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z =

2
4

z =
1
2

[問題 5.4]行列 A の行列式を detA と書くとする。このとき

detA B=detA detB

が成り立つことを、2×2行列について示せ。

(解答)

A =

 a b

c d

、B =

 p q

r s

とおくと
(左辺） = detA B

= det

(  a b

c d

  p q

r s

 )

= det

 ap+ br aq+ bs

cp+ dr cq+ ds


= (ap+ br)(cq+ ds) − (aq+ bs)(cp+ dr)

= adps+ bcqr− adqr− bcps

= (ad− bc)(ps− qr)

= detA detB

= (右辺）

以上より

detA B=detA detB
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が示された。

[問題 5.5]３つの行列

A =

 0 1

1 0

 ,B =  0 −i

i 0

 ,C =  1 0

0 −i


について次のことを証明せよ。

(1)A 2 = B2 = C 2 = E (E は単位行列)

(2)A B +BA = 0

(3) A B −BA = 2iC

(解答)

(1)

A 2 =

 0 1

1 0

  0 1

1 0


=

 1 0

0 1


= E

B2 = =

 0 −i

i 0

  0 −i

i 0


=

 −i2 0

0 −i2


=

 1 0

0 1


= E

C 2 = =

 1 0

0 −1

  1 0

0 −1


=

 1 0

0 (−1)2


=

 1 0

0 1


= E

∴A 2 = B2 = C 2 = E
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(2)

(左辺) =

 0 1

1 0

  0 −i

i 0

 +  0 −i

i 0

  0 1

1 0


=

 i 0

0 −i

 +  −i 0

0 i


=

 0 0

0 0


= 0

= (右辺)

(3)

(左辺) =

 0 1

1 0

  0 −i

i 0

 −  0 −i

i 0

  0 1

1 0


=

 i 0

0 −i

 −  −i 0

0 i


=

 2i 0

0 −2i


= 2i

 1 0

0 −1


= 2iC

= (右辺)

[問題 5.6]次の連立微分方程式を解け。ただし、t=0において a1 = 1、a2 = 0とする。

i
da1

dt
= ϵa1 + va2

i
da2

dt
= va1 + ϵa2

(解答)

両辺に −i を掛けて

da1

dt
= −iϵa1 − iva2

da2

dt
= −iva1 − iϵa2

ここで、

A =

 −iϵ −iv

−iv −iϵ


と置くと

 da1
dt

da2
dt

 = A

 a1

a2
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の形で表すことができ、これの固有値を求める。

det

 λ + iϵ iv

iv λ + iϵ

 = (λ + iϵ)2 + v2

= λ2 + 2iϵλ − ϵ2 + v2

= 0

∴ λ = −iϵ± iv

a)λ = −iϵ + ivのとき  iv iv

iv iv

  a1

a2

 =

 0

0

 1 1

0 0

  a1

a2

 =

 0

0


より

a1 + a2 = 0

a1 = αとすれば、a2 = −α
よって  a1

a2

 = α  1

−1


b) λ = −iϵ − ivのとき

 −iv iv

iv −iv

  a1

a2

 =

 0

0

 1 −1

0 0

  a1

a2

 =

 0

0


より

a1 − a2 = 0

a1 = βとすれば、a2 = β

よって  a1

a2

 = β  1

1


以上の結果より、対角行列Ｐは

P =

 1 1

−1 1


したがって λ = −iϵ± iv = E± と置くと、一般解は a1

a2

 = P

 αeiE+t

βeiE−t


=

 αeiE+t + βeiE−t

−αeiE+t + βeiE−t
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ここで、t = 0において a1 = 1、a2 = 0を代入して αと βを定めると

 a1

a2

 =
1
2

 eiE−t + eiE+t

eiE−t − eiE+t


[問題 5.7](1)この変換を行列を用いて表せ。

(2)逆変換を求めよ。

（解答）

(1)

2式を並べて書くと

x′ = γ(x− vt)

t′ = γ(t − v
c2

x)

これを行列を用いて表すために、x、tについて分けると、

x′ = γx− γvt

t′ = −γ v
c2

x+ γt

よって  x′

t′

 =

 γ −γv

−γv/c2 γ

  x

t


= γ

 1 −v

−v/c2 1

  x

t


(2)

逆行列を用いて逆変換を行う。  x′

t′

 = γ

 1 −v

− v
c2 1

  x

t


1
γ

 x′

t′

 =

 1 −v

− v
c2 1

  x

t


1

1− v2

c2

 1 v
v
c2 1

 1
γ

 x′

t′

 =

 x

t


これを整理して,  x

t

 = γ

 1 v
v
c2 1

  x′

t′


[問題 5.8]行列  5 −2

−2 2


を対角化する直行行列を求めよ。

56



(解答)

det

 λ − 5 2

2 λ − 2

 = (λ − 5)(λ − 2)− 4

= λ2 − 7λ + 6

= (λ − 6)(λ − 1)

= 0

∴ λ = 1,6

a)λ = 1のとき  −4 2

2 −1

  x

y

 =

 0

0

 −2 1

0 0

  x

y

 =

 0

0


より

−2x+ y = 0

x = αとすれば、y = 2αとなる。

よって  x

y

 = α  1

2


大きさが１になるように規格化すると、√

x2 + y2 = α2 + 4α2

α =
1
√

5

よって  x

y

 = 1
√

5

 1

2


b) λ = 6のとき

 1 2

2 4

  x

y

 =

 0

0

 1 2

0 0

  x

y

 =

 0

0


より

x+ 2y = 0

x = βとすれば、y = −2βとなる。

よって  x

y

 = β  −2

1
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大きさが１になるように規格化すると√
x2 + y2 = 4β2 + β2

β =
1
√

5

よって  x

y

 = 1
√

5

 −2

1


以上より、この行列を対角化する直交行列は

1
√

5

 1 −2

2 1


[問題 5.9] (A B)t = BtA t を示せ1。

(解答) A、Bともに n× n行列とし、左辺と右辺の i, j 部分の要素が互いに等しいことを示すことで

証明する。

（左辺） =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann




b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnn





t

=



n∑
m=1

a1mbm1

n∑
m=1

a1mbm2 · · ·
n∑

m=1

a1mbmn

n∑
m=1

a2mbm1

n∑
m=1

a2mbm2 · · ·
n∑

m=1

a2mbmn

...
...

. . .
...

n∑
m=1

anmbm1

n∑
m=1

anmbm2 · · ·
n∑

m=1

anmbmn



t

=



n∑
m=1

a1mbm1

n∑
m=1

a2mbm1 · · ·
n∑

m=1

anmbm1

n∑
m=1

a1mbm2

n∑
m=1

a2mbm2 · · ·
n∑

m=1

anmbm2

...
...

. . .
...

n∑
m=1

a1mbmn

n∑
m=1

a2mbmn · · ·
n∑

m=1

anmbmn


上記の式より、この i,j 要素は

n∑
m=1

a jmbmiとなっている。

1数学の定義では行列 A の転置行列は一般的に tA で表される。
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次に右辺について

（右辺） =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnn



t 
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann



t

=


b11 b21 · · · bn1

b12 b22 · · · bn2

...
...

. . .
...

b1n b2n · · · bnn




a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · ann



=



n∑
m=1

bm1a1m

n∑
m=1

bm1a2m · · ·
n∑

m=1

bm1anm

n∑
m=1

bm2a1m

n∑
m=1

bm2a2m · · ·
n∑

m=1

bm2anm

...
...

. . .
...

n∑
m=1

bmna1m

n∑
m=1

bmna2m · · ·
n∑

m=1

bmnanm



=



n∑
m=1

a1mbm1

n∑
m=1

a2mbm1 · · ·
n∑

m=1

anmbm1

n∑
m=1

a1mbm2

n∑
m=1

a2mbm2 · · ·
n∑

m=1

anmbm2

...
...

. . .
...

n∑
m=1

a1mbmn

n∑
m=1

a2mbmn · · ·
n∑

m=1

anmbmn


こちらも左辺と同様に i, j の要素が

n∑
m=1

a jmbmiとなっていることが確認された。

よって、(左辺)=(右辺)より

(A B)t = BtA t

[問題 5.10]行列  cosθ sinθ

− sinθ cosθ


の逆行列を求めよ。

(解答)  cosθ sinθ

− sinθ cosθ

−1

=
1

cosθ2 + sinθ2

 cosθ − sinθ

sinθ cosθ


=

 cosθ − sinθ

sinθ cosθ


[問題 5.11] 2× 2行列について detA t=detA を示せ。また、直交行列の行列式の値は±１であること

を示せ。
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(解答)

A =

 a b

c d


とすれば、

detA =

∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣
= ad− bc

= ad− cb

=

∣∣∣∣∣∣∣ a c

b d

∣∣∣∣∣∣∣
= detA t

よって、2× 2行列で detA t=detA を示せた。

次に、直交行列であるということは、A tA =E (E は n次の単位行列)を満たすため、この両辺の行列

式を計算すると、

A tA = E

detA t detA = detE

ここで、detA t=detA を用いると

detA t detA = detE

(detA )2 = 1

detA = ± 1

よって、直交行列の行列式の値は±１である。

[問題 5.12]次の行列の固有値を求めよ。

(1)

 5 −2i

2i 2

 , (2)

 2 1+ i

1− i 2

 , (3)

 2 i

−i 2


(解答)

(1)

det

 λ − 5 2i

−2i λ − 2

 = (λ − 5)(λ − 2)+ (2i)2

= λ2 − 7λ + 6

= (λ − 6)(λ − 1)

= 0
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∴ λ = 1,6

(2)

det

 λ − 2 −1− i

−1+ i λ − 2

 = (λ − 2)2 − (−1− i)(−1+ i)

= λ2 − 4λ + 4− (1− i + i + 1)

= λ2 − 4λ + 4− 2

= λ2 − 4λ + 2

= 0

∴ λ = 2±
√

2

(3)

det

 λ − 2 −i

i λ − 2

 = (λ − 2)2 + i2

= λ2 − 4λ + 3

= (λ − 3)(λ − 1)

= 0

∴ λ = 3,1

第 6章

問題 6.1 次の 2つのベクトルの外積を求めよ。

(1)


1

2

3

,


3

2

1

 (2)


−1

5

−2

,


2

1

−3

 (3)


0

10

−5

,


6

0

2


解)

(1) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 2 3

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · 1 · i + 3 · 3 · j + 2 · 1 · k − (2 · 3 · k + 1 · 1 · j + 2 · 3 · i)

= 2i + 9 j + 2k − 6k − j − 6i

= −4i + 8 j − 4k

よって，


−4

8

−4


(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−1 5 −2

2 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −15i − 4 j − k − (10k + 3 j − 2i)

= −13i − 7 j − 11k
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よって，


−13

−7

−11


(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

0 10 −5

6 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 20i − 30j + 0k − (60k + 0 j + 0i)

= 20i − 30j − 60k

よって，


20

−30

−60


問題 6.2 2つのベクトル A，Bの外積 A×Bについて次の問に答えよ。

(1)外積の大きさが A，Bの作る平行四辺形の面積に等しいことを説明し，次の 2つのベクトルで

作られる平行四辺形の面積を求めよ。 
1

1

1

，


1

2

2


(2) A × B = 0であれば，A，Bが平行であることを証明せよ。

解)

(1) Fig. 20に示すように，外積 A × B の大きさである | A || B | sinθ は，| A | を底辺とすると
| B | sinθは高さになるため，外積の大きさは 2つのベクトルの作る平行四辺形の面積に等しい。

Fig. 20:外積の大きさ

A = i + j + k，B = i + 2 j + 2kとすると，A× B = − j + kであるため，AとBが作る平行四辺形の面

積は | A × B |=
√

(−1)2 + 12 =
√

2である。

(2) A × B =| A || B | sinθより，A × B = 0であるためには A，Bのどちらかが零ベクトル，または

sinθ = 0が必要である。sinθ = 0となるときは θ = 0，π，2π(nπ，nは整数)で，このとき Aと Bは

平行である。

問題 6.3 電場 E，磁場 Bの中を速度 vで運動する qが受けるローレンツ力は次のように表される (c

は光速)。

F = q
(
E +

v
c
× B

)
磁場による力の方向が，フレミングの左手の法則と一致することを説明せよ。

解)

電荷 qの粒子が vで運動することを電流だと考えれば，フレミング左手の法則で得られる力の方向

と vと Bの外積の方向が一致する。
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問題 6.4 3次元空間に，互いに平行でない 3つのベクトル a1，a2，a3がある。(a1，a2，a3はその

順に右手系をなすものとする。)

(1) 3つのベクトルのつくる平行六面体の体積が，v = a1・(a2 × a3) = a2・(a3 × a1) = a3・(a2 × a1)で

与えられることを示せ。

(2)次の 3つのベクトル b1，b2，b3を定義する。

b1 =
2π
v

(a2 × a3)， b2 =
2π
v

(a3 × a1)， b3 =
2π
v

(a1 × a2)

このとき

ai・b j = 2πδi j

が成り立つことを示せ。

解)

(1) v = a1・(a2 × a3)を示す。外積 a2 × a3の大きさは 2つのベクトル a2，a3で作られる平行四辺形

の面積 (六面体の底辺)に等しい。一方，a2× a3と a1の内積をとることは a2，a3の作る平行四辺形の

面積 (底辺)に高さを掛けることに相当するので，3つのベクトルの作る平行六面体の体積 vは v = a1

・(a2 × a3)で与えられることがわかる。以下同様の議論により，v = a1・(a2 × a3) = a2・(a3 × a1) = a3

・(a2 × a1)が得られる。

(2) i , j のときは ai ⊥ b j であるため ai・b j = 0。一方，a1・b1 = (2π/v)a1・(a2 × a3) = 2πのように

i = j のときは ai・b j = 2πであるため，ai・bi = 2πδi j が成り立つ。

問題 6.5 地球の自転の角速度ベクトルは，南極から北極に向いたベクトルと考えてよい。

(1)地表に対して，北向きの水平な v′ をもつ物体が受けるコリオリ力の向きを示せ。

(2)ある高さの所から落下する物体が地表に到達する点は，鉛直真下の点よりずれる。このことを

物理的に説明し，北半球と南半球においてそのずれる向きを示せ。

解)

(1) Fig.21の (a)に示すように，北半球では進行方向に対して右向き，南半球では進行方向に対し

て左向きにコリオリ力がはたらく。

(2) Fig.21の (b)に示すように，落下する物体に対してコリオリ力はいずれも東向きにはたらく。そ

のため，落下する物体が地表に到達する地点は鉛直真下の点より東向きにずれる。

Fig. 21:コリオリ力の向き
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問題 6.6 点 (x, y, z)を速度 (の成分)vx, vy, vzで運動する質量mの質点の角運動量を求めよ。

解)

l = r × p=


x

y

z

 ×m


vx

vy

vz


= (y ·mvz − z ·mvy，z ·mvx − y ·mvz，x ·mvy − y ·mvx)

= m


yvz − zvy

zvx − xvz

xvy − yvx


問題 6.7 角運動量が一定に保たれる場合，運動は平面内に限られることを示せ。

解)

角運動量が一定の場合
d
dt

l = 0

が成り立つ。問題 6.6で得られた角運動量の表式を用いて計算すると

d
dt

l = m
d
dt


yvz − zvy

zvx − yvz

xvy − yvx

 = m


dy
dt vz + ydvz

dt −
dz
dt vy − zdvy

dt
dz
dt vx + zdvx

dt −
dx
dt vz − xdvz

dt
dx
dt vy + xdvy

dt −
dy
dt vx − ydvx

dt



= m


vyvz + yaz − vzvy − zay

vzvx + zax − vxvz − xaz

vxvy + xay − vyvx − yax

 = m


yaz − zay

zax − xaz

xay − yax

 = r ×ma = r × F = 0

この関係から位置ベクトル r と外力 F は平行である。したがって，角運動量が一定に保たれる場合

には運動は平面内に限られる。また，位置ベクトルと角運動量は直交しているため，運動は初期条件

における角運動量に垂直な平面に限られることがわかる。

問題 6.8 次の二重積分を求めよ。

(1)
∫ 1

x=0

∫ ex

y=x
y dxdy

(2)
∫ 2

y=0

∫ 2

x=y
dxdy

(3)
∫ 1

x=0

∫ 1

y=−1
3x dxdy

解)

(1) ∫ 1

x=0

∫ ex

y=x
y dxdy=

∫ 1

0

[
1
2

y2

]ex

x

dx=
∫ 1

0

1
2

(
e2x − x2

)
dx

=
1
2

[
1
2

e2x − 1
3

x3

]1

0

=
1
2

(
1
2

e2 − 1
3
− 1

2

)
=

1
4

e2 − 5
12

(2) ∫ 2

y=0

∫ 2

x=y
dxdy=

∫ 2

0

[
x
]2
y dy=

∫ 2

0
(2− y) dy=

[
2y− 1

2
y2

]2

0

= (4− 2− 0) = 2

(3) ∫ 1

x=0

∫ 1

y=−1
3x dxdy=

∫ 1

0
3x dx

∫ 1

−1
dy=

[
3
2

x2

]1

0

[
y
]1
−1 =

3
2
× 2 = 3

問題 6.9 与えられた領域における次の二重積分を求めよ。

(1)
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∫∫
xy dxdy (0 ≤ x，y ≤ 1，y ≤ x)

(2)
∫∫

(x2 + y2) dxdy (0 ≤ x，y ≤ 1)

(3)
∫∫

e−(x2+y2) dxdy (0 ≤ x，y ≤ ∞)

解)

(1)
∫∫

xy dxdy=
∫ 1

0
dx

∫ x

0
dy xy

=

∫ 1

0
dx

∫ x

0
y dy x=

∫ 1

0

[
1
2

y2

]x

0

x dx

=

∫ 1

0

1
2

x3 dx=

[
1

2 · 4x4

]1

0

=
1
8

(2) ∫∫
(x2 + y2) dxdy=

∫ 1

0

[
x2y+

1
3

y3

]1

0

dx

=

∫ 1

0
x2 +

1
3

dx=

[
1
3

x3 +
1
3

x

]1

0

=
2
3

(3)
∫∫

e−(x2+y2) dxdy=
∫ ∞

0
e−x2

dx
∫ ∞

0
e−y2

dy

=
π

4

∫ ∞

0
e−x2

dx=

√
π

2
より

3次元極座標のヤコビヤン

天頂角を θ，方位角を ϕとする。x，y，zを 3次元極座標で表わすと x = r sinθ cosϕ，y = r sinθ sinϕ，

z= r cosθとなる。このとき，ヤコビヤン Jは

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sinθ cosϕ r cosθ cosϕ −r sinθ sinϕ

sinθ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθ cosϕ

cosθ −r sinθ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r2 sinθ cos2 θ cos2 ϕ + r2 sinθ sin2 θ sin2 ϕ − (−r2 sinθ cos2 θ sin2 ϕ − r2 sinθ sin2 θ cos2 ϕ)

= r2 sinθ cos2 θ(sin2 ϕ + cos2 ϕ) + r2 sinθ sin2 θ(sin2 ϕ + cos2 ϕ) = r2 sinθ(sin2 θ + cos2 θ)

= r2 sinθ

問題 6.10 次の三重積分を求めよ。

(1)
∫∫∫

dxdydz (x2 + y2 + z2 ≤ 1)

(2)
∫∫∫

(x2 + y2 + z2) dxdydz (0 ≤ x，y, z≤ 1)

(3)
∫∫∫

(x2 + y2) dxdydz (x2 + y2 + z2 ≤ a2)

解)

(1)
∫∫∫

dxdydz=
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
r2 sinθ drdθdϕ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sinθdθ

∫ 1

0
r2 dr

=

[
ϕ

]2π

0

[
− cosθ

]π
0

[
1
3

r3

]1

0

= 2π · (1− (−1)) · 1
3
=

4π
3

(2)
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∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
(x2 + y2 + z2) dxdydz=

∫ 1

0

∫ 1

0

[
1
3

x3 + xy2 + xz2

]1

0

dydz

=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
1
3
+ y2 + z2

)
dydz=

∫ 1

0

[
1
3

y+
1
3

y3 + yz2

]1

0

dz

=

∫ 1

0

(
2
3
+ z2

)
dz=

[
2
3

z+
1
3

z3

]1

0

=
2
3
+

1
3
= 1

(3)
∫∫∫

(x2 + y2) dxdydz=
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0
r2 sin2 θ r2 sinθ drdθdϕ

=

∫ 2π

0
dϕ

∫ a

0
r4 dr

∫ π

0
sin3 θ dθ

= 2π

[
1
5

r5

]a

0

(
1
2

∫ π

0
(sinθ − sinθ cos 2θ) dθ

)
=

2πa5

5

(
1
2

∫ π

0
sinθ dθ − 1

2

∫ π

0

1
2

(sin 3θ − sinθ) dθ

)
=

2πa5

5

(
3
4

∫ π

0
sinθ dθ − 1

4

∫ π

0
sin 3θ dθ

)
=

2πa5

5

([
−3

4
cosθ

]π
0

− 1
4

[
−1

3
cos 3θ

]π
0

)
=

2πa5

5

(
3
2
− 1

6

)
=

2πa5

5
4
3
=

8π
15

a5

問題 6.11 一定の角速度 ω0で中心を通る軸の周りを回転している半径R，質量 Mの円板がある。周

囲に接線方向の一定の大きさの力 F を加えてブレーキをかける。このとき円板の角速度の時間依存

性を求め，円板が静止するまでの時間を求めよ。また半径 R，質量 Mの円輪をこの円板に付けると，

静止するまでの時間はいくらになるか。

解)

運動方程式

I
dω
dt
= −FR

を解く。両辺を tで積分して

ω(t) = −FR
I

t +C1 C1は積分定数

ω(0) = ω0より

ω(t) = −FR
I

t + ω0

したがって，ω(t) = 0になるまでの時間 ∆tは，−(FR/I )∆t + ω0 = 0より

∆t =
ω0I
FR

と慣性モーメントに比例する。円輪をつける前の円板の慣性モーメント I は ρ = M/πR2に注意して

I =
∫∫

ρ(x2 + y2) dxdy=
∫ 2π

0

∫ R

0
ρr3 drdθ =

M
πR2

∫ 2π

0

∫ R

0
r3 drdθ

=
M
πR2
· 2π ·

[
1
4

r4

]R

0

=
MR2

2

となり，円板が静止するまでの時間は
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∆t =
ω0

FR
· MR2

2
=
ω0MR

2F

となる。また，円輪を付けたときの慣性モーメント I ′は円板の慣性モーメントを I0，円輪の慣性モー

メントを I1とすると

I ′ = I0 + I1

となる。したがって，円輪の慣性モーメント I1 = MR2より静止するまでの時間 ∆t′ は

∆t′ =
ω0

FR
·
(
MR2

2
+ MR2

)
=

3ω0MR
2F

となる。

問題 6.12 次の積分を求めよ。

(1)
∫∫

e−β(x2+y2) dxdy (−∞ ≤ x，y ≤ ∞)

(2)
∫∫∫

e−β(x2+y2+z2) dxdydz (−∞ ≤ x，y, z≤ ∞)

解)

(1) x = r cosθ，y = r sinθと置くと x，yの積分範囲は r，θを使って 0 ≤ r ≤ ∞，0 ≤ θ ≤ 2πとなり，

ヤコビヤン Jは

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∂r cosθ
∂r

∂r cosθ
∂θ

∂r sinθ
∂r

∂r sinθ
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ cosθ −r sinθ

sinθ r cosθ

∣∣∣∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r

となるので∫∫
e−β(x2+y2) dxdy=

∫ 2π

0

∫ ∞

0
e−βr2

Jdrdθ =
∫ 2π

0

∫ ∞

0
re−βr2

drdθ

=

∫ 2π

0
dθ

∫ ∞

0

(
1
−2β

e−βr2

)′
dr = 2π

[
1
−2β

e−βr2

]∞
0

= 0−
(

2π
−2β

)
=
π

β

(2) (1)より∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−β(x2+y2) dxdy=

∫ ∞

−∞
e−βx2

dx
∫ ∞

−∞
e−βy2

dy=

(∫ ∞

−∞
e−βx2

dx

)2

=
π

β

よって∫ ∞

−∞
e−βx2

dx=

√
π

β

したがって∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−β(x2+y2+z2) dxdydz=

∫ ∞

−∞
e−βx2

dx
∫ ∞

−∞
e−βy2

dy
∫ ∞

−∞
e−βz2

dz

=

(∫ ∞

−∞
e−βx2

dx

)3

=

(√
π

β

)3

=

(
π

β

) 3
2

問題 6.13 次の積分を求めよ。 ∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 exp

(
−| t1 − t2 |

τ

)
解)

t1＞ t2と t2＞ t1で積分を分けると
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∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 exp

(
−| t1 − t2 |

τ

)
=

∫ t1=t

t1=0
dt1

∫ t2=t1

t2=0
dt2 exp

(
− t1 − t2

τ

)
+

∫ t2=t

t2=0
dt2

∫ t1=t2

t1=0
dt1 exp

(
− t2 − t1

τ

)
=

∫ t1=t

t1=0
dt1

[
τ exp

(
− t1 − t2

τ

)]t2=t1

t2=0
+

∫ t2=t

t2=0
dt2

[
τ exp

(
− t2 − t1

τ

)]t1=t2

t1=0

=

∫ t1=t

t1=0
dt1τ

(
1− e−t1/τ

)
+

∫ t2=t

t2=0
dt2τ

(
1− e−t2/τ

)
=

[
τ
(
t1 + τe

−t1/τ
)]t1=t

t1=0
+

[
τ
(
t2 + τe

−t2/τ
)]t2=t

t2=0

= 2
[
τt − τ2

(
1− e−t/τ

)]
問題 6.14 密度 ρ，質量 Mのある物体の z軸に関する慣性モーメント

I =
∫∫∫

ρ(x2 + y2) dxdydz

と，z軸に平行な重心を通る軸に関する慣性モーメント

IG =

∫∫∫
ρ
[
(x－ xG)2 + (y− yG)2

]
dxdydz

の差は Mh2であることを示せ (平行軸の定理)。ただし，hは 2つの軸の間の距離 h =
√

xG
2 + yG

2で

あり，重心の位置ベクトルは

rG =
1
M

∫∫∫
ρr dxdydz

質量は

M =
∫∫∫

ρ dxdydz

で与えられる。

解)

重心からの xの位置を x′，yの位置を y′とすると x，yはそれぞれ x = xG + x′，y = yG + y′と表せ

る。したがって

I =
∫∫∫

ρ(x2 + y2) dxdydz=
∫∫∫

ρ
[
(xG + x′)2 + (yG + y′)2

]
dx′dy′dz′

=

∫∫∫
ρ(xG

2 + yG
2) dx′dy′dz′ + 2

∫∫∫
ρ(xGx′ + yGy′) dx′dy′dz′ +

∫∫∫
ρ(x′2 + y′2) dx′dy′dz′

ここで第 3項は重心を通る軸に関する慣性モーメントであるので，IGである。したがって

= h2
∫∫∫

ρ dx′dy′dz′ + 2
∫∫∫

ρ(xGx′ + yGy′) dx′dy′dz′ + IG

ここで，変数を 3次元極座標に変換する。つまり，x′，y′，z′ を x′ = r sinθ cosϕ，y′ = r sinθ sinϕ，

z′ = cosθのように変換する。このような変数変換をして計算すると

= Mh2 + 2
∫∫∫

ρ(xGr sinθ cosϕ + yGr sinθ sinϕ) r2 sinθdrdθdϕ + IG

= Mh2 + 2
∫∫

ρr3 sin2 θ

{
xG

[
sinϕ

]2π

0
+ yG

[
− cosϕ

]2π

0

}
drdθ + IG

= Mh2 + IG

よって I と IGとの差が Mh2となること (平行軸の定理)が示された。
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問題 6.15 次の物体の指定された軸に関する慣性モーメントを求めよ。

(1)質量 M，半径 Rの円板の直径を含む軸

(2)質量 M，2辺の長さが a，bの矩形板2の，面の中心を通り，面に垂直な軸

(3)質量 M，2辺の長さが a，bの矩形板の，面内にある対称軸

解)

(1)この場合の慣性モーメントは，y軸を回転軸として次のように表わせる。

I =
∫∫

ρx2 dxdy

変数を極座標に変換すると

I =
∫ 2π

0

∫ R

0
ρr2 cos2 θr drdθ = ρ

[
1
4

r4

]R

0

∫ 2π

0

1+ cos 2θ
2

dθ

= ρ
R4

4

[
θ

2
+

sin 2θ
4

]2π

0

= ρ
πR4

4

ここで ρは

ρ =
M
πR2

より，慣性モーメントは

I =
M
πR2
· πR4

4
= M

R2

4

(2)回転軸を z軸にとる。慣性モーメント I は

I =
∫ b/2

−b/2

∫ a/2

−a/2
ρ(x2 + y2) dxdy=

∫ b/2

−b/2
ρ

[
1
3

x3 + y2x

]a/2

−a/2

dy

=

∫ b/2

−b/2
ρ

(
a3

12
+ ay2

)
dy= ρ

[
a3

12
y+

1
3

y3

]b/2

−b/2

= ρ

(
a3b
12
+

ab3

12

)
ここで ρは

ρ =
M
ab

より，慣性モーメントは

I =
M
ab

(
a3b
12
+

ab3

12

)
= M

a2 + b3

12

(3)対称軸の取り方によって 2つの慣性モーメントが求められる。回転軸を y軸として考えると

I1 =

∫ b

0

∫ a/2

−a/2
ρx2 dxdy または I2 =

∫ a

0

∫ b/2

−b/2
ρx2 dxdy

これはただ積分範囲の aと bを取り替えただけなので，I1の計算だけ示す。

I1 =

∫ b

0

∫ a/2

−a/2
ρx2 dxdy=

∫ b

0
ρ

[
1
3

x3

]a/2

−a/2

dy=
∫ b

0
ρ

a3

12
dy= ρ

[
a3

12
y

]b

0

= ρ
a3b
12

ρは (2)と同じであるため，

I1 =
M
ab
· a

3b
12
= M

a2

12

同様に I2は

I2 = M
b2

12

となる。

2長方形のこと。
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問題 6.16 重さの無視できる細い針金 (長さ l)の 1つの端に，重い球 (質量 M，半径 a)を取り付けた

振り子をボルダの振り子という。球の付いてない端を通り，振り子に垂直な軸に関する振り子の慣性

モーメントが

I = M

[
(l + a)2 +

2
5

a2

]
で与えられることを示せ。

解)

球の中心 (重心)を通る軸に対する慣性モーメント IGは，6.10(3)の結果を利用して

IG =

∫∫∫
ρ(x2 + y2) dxdydz= ρ

8π
15

a5

ここで，ρは

ρ =
3M
4πa3

より，慣性モーメント IGは

IG =
3M
4πa3

· 8π
15

a5 =
2M
5

a2

ここで，平行軸の定理を適用すると求めるべき慣性モーメント I は h = l + aに注意して

I = IG + Mh2 =
2M
5

a2 + M(l + a)2 = M

[
(l + a)2 +

2
5

a2

]

問題 6.17 ある固定点の周りに角速度 ωで回転する剛体の角運動量 L が

L =
∫∫∫

ρ(r)r × (ω × r) dxdydz

で与えられることを説明せよ。

また慣性テンソル

J =


Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz


ただし

Ixx =

∫∫∫
(y2 + z2) ρ(r) dxdydz, Ixy = −

∫∫∫
xyρ(r) dxdydz

などを定義すると

L = ȷω

と表されることを示せ。Ixxは x軸に関する慣性モーメント，Ixyは x，y軸に関する慣性乗積と呼ば

れる。

解)

回転座標系の位置ベクトルと速度を r′，v′ とすると角運動量 L は

L = r ×mv

= r′ ×m(v′ + ω × r′)

質量mを密度関数 ρ(r)を使って表わし，v′ が

v′ =
dx′

dt
i′ +

dy′

dt
j′ +

dz′

dt
k′

であることに注意すると

L =
∫∫∫

ρ(r)r′ × (ω × r′) dxdydz
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となる。改めて r′ を r と書きなおすと

L =
∫∫∫

ρ(r)r × (ω × r) dxdydz

と表わすことができる。このように表わした角運動量 Lの x成分を書き表してみると (ただ単に外積

の計算のみなので省略する)

Lx =

∫∫∫
ρ(r)(y2 + z2) dxdydz· ωx −

∫∫∫
ρ(r)xy dxdydz· ωy −

∫∫∫
ρ(r)xz dxdydz· ωz

= Ixxωx + Ixyωy + Ixzωz

これを y軸，z軸についても計算すると，慣性テンソル J を使って L は

L = Jω

と表わせることがわかる。

第 7章

[問題 7.1]次のベクトルの発散と回転を求めよ.

(1) V = zi + y j + xk (2) V = x2i + y2 j + z2k

(3) V = yi + zj + xk (4) V = x2yi + xy2 j + xyzk

(5) V = xcosyi + siny j + xyk (6) V = sinhzi + 2xyj + ycoshzk

解)

(1)

div V = 0+ 1+ 0

= 1

rotV = (0− 0)i + (1− 1) j + (0− 0)k

= 0

(2)

div V = 2x+ 2y+ 2z

= 2(x+ y+ z)

rotV = (0− 0)i + (0− 0) j + (0− 0)k

= 0

(3)

div V = 0+ 0+ 0

= 0
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rotV = (0− 1)i + (0− 1) j + (0− 1)k

= −i − j − k

(4)

div V = 2xy+ 2xy+ xy

= 5xy

rotV = (xz− 0)i + (0− yz) j +
(
y2 − x2

)
k

= xzi − yzj +
(
y2 − x2

)
k

(5)

div V = cosy+ cosy

= 2 cosy

rotV = (x− 0)i + (0− y) j + {0− (−xsiny)}k

= xi − y j + xsinyk

(6)

div V = 0+ 2x+ ysinhz

= 2x+ ysinhz

rotV = (coshz− 0)i + (coshz− 0) j + (2y− 0)k

= coshzi + coshzj + 2yk

[問題 7.2] V = xi + y j + zkとして, divV を求めよ.閉じた体積 x2 + y2 + z2 ≤ 1について"
表面全体

V · ndσを求め, 発散定理を確かめよ.

(nは表面の各点における法線方向外向きの単位ベクトル)

解)

div V = 1+ 1+ 1 = 3

半球面上の点における法線は ϕ = x2 + y2 + z2 − 1として

gradϕ = 2xi + 2y j + 2zk

| gradϕ |= 2
√

x2 + y2 + z2 = 2

n =
gradϕ
| gradϕ | = xi + y j + zk
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面要素 dσは

dσ =
1

cosγ
dxdy

また, cosγ = n · k = zより, dσ = 1
zdxdyであるから

"
V · ndσ =

∫ 1

−1

∫ √1−y2

−
√

1−y2

x2 + y2 + z2

z
dxdy

この式は x, yに関して偶関数なので∫ 1

−1

∫ √1−y2

−
√

1−y2

x2 + y2 + z2

z
dxdy= 2

∫ 1

0

∫ √1−y2

0

x2 + y2 + z2

z
dxdy

極座標変換を行い, x = r cosθ , y = r sinθとして"
V · ndσ = 2

∫ 2π

0

∫ 1

0

r
√

1− r2
drdθ

= 4π
∫ 1

0

{
−(1− r2)

1
2

}′
dr

= 4π
[
−(1− r2)

1
2

]1

0

= 4π

また $
div Vdv =

∫ 1

−1


∫ √

1−x2

−
√

1−x2

∫
√

1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
3dz

 dy

 dx

= 6
∫ 1

−1

∫ √1−y2

−
√

1−y2

√
1− x2 − y2dydx

ここで極座標変換を行う. x = r cosθ, y = r sinθとすると

6
∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1− r2 · rdrdθ

また, {
(1− r2)

3
2

}′
=

3
2
· (−2r)(1− r2)

1
2

= −3r(1− r2)
1
2

である.これを用いると

6
∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1− r2 · rdrdθ = 12π

∫ 1

0

{
−1

3
(1− r2)

3
2

}′
dr

= 12π

[{
−1

3
(1− 1)

3
2

}
−

{
−1

3
(1− 0)

3
2

}]
= 4π

以上より発散定理が確かめられた.

[問題 7.3]V = xcos2 yi + xzj + zsin2 ykとして, 半径 1の球の表面について"
V · ndσ
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を求めよ. ( nは表面の各点における法線方向外向きの単位ベクトル)

解)

div V = cos2 y+ sin2 y = 1,ガウスの発散定理より"
V · ndσ =

$
div Vdxdydz

=

$
dxdydz

ここで三次元極座標変換を行う. x = r sinθ cosϕ, y = r sinθ sinϕ, z= r cosθとおくと,ヤコビアンは

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinθ cosϕ r cosθ cosϕ −r sinθ sinϕ

sinθ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθ cosϕ

cosθ −r sinθ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r2 cos2 θ sinθ cos2 ϕ + r2 sin3 θ sin2 ϕ + r2 cos2 θ sinθ sin2 ϕ + r2 sin3 θ cos2 ϕ

= r2 cos2 θ sinθ + r2 sin3 θ

= r2 sinθ

$
dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
r2 sinθdrdθdϕ

=

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sinθdθ

∫ 1

0
r2dr

= 2π
[
− cosθ

]π
0

[
r3

3

]1

0

=
4π
3

[問題 7.4]原点を中心とする半径 2の球内において$
∇ · Vdxdydz

を求めよ.ただし

V = (x2 + y2 + z2)(xi + y j + zk)

とする.

解)

V =
(
x2 + y2 + z2

)
(xi + y j + zk)

=
(
x3 + y2x+ z2x

)
i +

(
x2y+ y3 + z2y

)
j +

(
x2z+ y2z+ z3

)
k

div V = 5
(
x2 + y2 + z2

)
$

div Vdxdydz= 5
$ (

x2 + y2 + z2
)
dxdydz
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ここで三次元極座標変換を行う. x = r sinθ cosϕ, y = r sinθ sinϕ, z = r cosθとおくと,ヤコビアンは

J = r2 sinθとなり

5
$ (

x2 + y2 + z2
)
dxdydz = 5

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2

0
r2 · r2 sinθdrdθdϕ

= 5
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2

0
r4dr

= 5 · 2π
[
− cosθ

]π
0

[
r5

5

]2

0

= 128π

[問題 7.5]発散定理を用いて,次のグリーンの定理を導け.$
体積全体

(
ϕ∇2ψ + ∇ϕ∇ψ

)
dτ =

"
表面全体

(ϕ∇ψ) · ndσ

$
体積全体

(
ϕ∇2ψ − ϕ∇2ψ

)
dτ =

"
表面全体

(ϕ∇ψ − ψ∇ϕ) · ndσ

解)

ϕ∇ψ = Vとおくと,上の式はガウスの発散定理より"
表面全体

V · ndσ =

$
体積全体

∇ · Vdτ

=

$
体積全体

(
ϕ∇2ψ + ∇ϕ∇ψ

)
τ

次に下の式は ψ∇ϕ = V′ とおいて上式より引くと"
表面全体

V · ndσ −
"

表面全体

V′ · ndσ =

$
体積全体

∇ · Vdτ −
$
体積全体

∇ · V′dτ

=

$
体積全体

(
ϕ∇2ψ + ∇ϕ∇ψ − ψ∇2ϕ − ∇ψ∇ϕ

)
dτ

=

$
体積全体

(
ϕ∇2ψ − ψ∇2ϕ

)
dτ

[問題 7.6] A(r)がF(r)のベクトルポテンシャルであれば, ϕ(r)を任意の関数として, A(r)+gradϕ(r)も

F(r)のベクトルポテンシャルとなることを示せ.

解)

A(r)がF(r)のポテンシャルということは

F(r) = div (rot A(r))
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div F(r) = div (rot A(r))

が成り立つ.ここで, ψ(r) = A(r) + gradϕ(r)とおくと

rotψ(r) = rot A(r) + rot
(
gradϕ(r)

)
= rot A(r)

div (rotψ (r)) = div (rot A (r))

= 0

よって ψ(r) = A(r) + gradϕ(r)は div F(r) = rotψを満たすのでベクトルポテンシャル.

[問題 7.7]次の場がソレノイド場であることを示し,そのベクトルポテンシャルを求めよ. (解は一通

りでないことに注意. )

(1) F = Fk (F は定数)

(2) F = (x2 − y2)i + (2zy− x2) j − (2xz+ z2)k

(3) F = (y+ z)i + (x+ z) j + (x+ y)k

解)

(1)

div F = 0+ 0+ 0

= 0

よりFはソレノイド場. F(r) = ∇ × A(r)より(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
i +

(
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
j +

(
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
k = Fk

より
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax = F

よって

A = xF j

(2)

div F = 2x+ 2z− 2x− 2z

= 0

よりFはソレノイド場. F(r) = ∇ × A(r)より(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
i +

(
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
j +

(
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
k =

(
x2 − y2

)
i +

(
2zy− x2

)
j −

(
2xz+ z2

)
k

上式から, i 成分については (
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
=

(
x2 − y2

)
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より

Az = yx2 , Ay = zy2

または

Az = −
1
3

y3 , Ay = −x2z

j 成分については (
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
=

(
2zy− x2

)
より

Ax = z2y , Az =
1
3

x3

または

Ax = −
1
3

x3 , Az = −2xzy

k成分については (
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
= −

(
2xz+ z2

)
より

Ay = −x2z , Ax = yz2

または

Ay = −xz2 , Ax = 2yxz

とおけば成り立つ.以上の解より適切なものを組み合わせて整理すると

A = z2yi − x2zj +
1
3

(
x3 − y3

)
k

(3)

div F = 0+ 0+ 0

= 0

よりFはソレノイド場. F(r) = ∇ × A(r)より(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
i +

(
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
j +

(
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
k = (y+ z)i + (x+ z) j − (x+ y)k

より, i 成分については (
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
= (y+ z)

より

Az =
1
2

y2 , Ay = −
1
2

z2

または

Az = yz , Ay = −yz

j 成分については (
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
= (x+ z)

より

Ax = xz , Az = −xz

または

Ax =
1
2

z2 , Az = −
1
2

x2
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k成分については (
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
= −(x+ y)

より

Ay =
1
2

x2 , Ax = −
1
2

y2

または

Ay = xy , Ax = −xy

とおけば成り立つ.以上の解より適切なものを組み合わせて整理すると

A = x(z− y)i + y(x− z) j + z(y− x)k

[問題 7.8] F(r) = ∇ × A(r)と表されるとき,

div F(r) = 0

であることを示せ.

解)

∇ × A(r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
i +

(
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
j +

(
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
k

div F(r)に代入すると

div (∇ × A(r)) =
∂

∂x

(
∂

∂y
Az −

∂

∂z
Ay

)
+
∂

∂y

(
∂

∂z
Ax −

∂

∂x
Az

)
+
∂

∂z

(
∂

∂x
Ay −

∂

∂y
Ax

)
= 0

[問題 7.9]二つの物理量B, Eが,

B = ∇ × A, E = −∇ϕ − ∂

∂t
A

により,ベクトルポテンシャル Aとスカラーポテンシャルϕとに関係付けられている.この関係は, 変換

A = A′ − ∇Λ, ϕ = ϕ′ + ∂Λ
∂t

に関して不変であることを示せ.ただし, Λは任意のスカラー関数である.

解)

∇ × (∇Λ) = 0を用いる.

B = ∇ × (
A′ − ∇Λ)

= ∇ × A′ − ∇ × (∇Λ)

= ∇ × A′
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また

E = −∇
(
ϕ′ +

∂Λ

∂t

)
− ∂

∂t
(
A′ − ∇Λ)

= −∇ϕ′ − ∇∂Λ
∂t
− ∂

∂t
A′ +

∂

∂t
(∇Λ)

ここで,微分の順番は入れ替えても問題ないので

∇∂Λ
∂t
=
∂

∂t
(∇Λ)

よって

E = −∇ϕ′ − ∇∂Λ
∂t
− ∂

∂t
A′ +

∂

∂t
(∇Λ)

= −∇ϕ′ − ∂

∂t
A′

[問題 7.10]ベクトル A = x2i + 2xyjにおいて

(1)∇ × Aを求めよ.

(2) xy面内の長方形の領域 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bにおいて"
(∇ × A) · ndσ

を計算せよ. nは z軸方向,正の向きの単位ベクトル.

(3)長方形領域の周囲を反時計回りに回る経路について∮
A · dr

を計算せよ.上の結果と比較して,ストークスの定理が成り立つことを示せ.

解)

(1)

∇ × A = 0i + 0 j + 2yk

= 2yk

(2) "
(∇ × A) · ndσ =

"
2yk · k 1

cosθ
dxdy

ここで, θは面の法線が z軸となす角度なので, cosθ = 1.よって"
2yk · k 1

cosθ
dxdy =

"
2ydxdy

= ab2
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(3) ∮
A · dr

x成分, y成分に分けて長方形のそれぞれの辺について微分すると

y = 0, xが 0から aへ向かう辺は ∫ a

0
x2dx=

1
3

a3

x = a, yが 0から bへ向かう辺は ∫ b

0
2xydy =

∫ b

0
2aydy　

= ab2

y = b, xが aから 0へ向かう辺は ∫ 0

a
x2dx= −1

3
a3

x = 0, yが bから 0へ向かう辺は ∫ 0

b
2xydy =

∫ 0

b
2 · 0ydy

= 0

これらを足し合わせると
1
3

a3 + ab2 − 1
3

a3 + 0 = ab2

[問題 7.11]F = yi − x j のとき,∮
C

F · dr (Cは円周 x2 + y2 = 1, 反時計回り)

を求めよ.

解)

∮
C

F · dr =

"
S
(rot F) · ndσ

=

"
S
(−2)k · kdσ

= −2
"

S
dσ

ここで極座標変換を行う. x = r cosθ, y = r sinθとすると,ヤコビアンより dσ = rdrdθなので

−2
"

S
dσ = −2

∫ 2π

0

∫ 1

0
rdrdθ

= −4π
∫ 1

0
rdr

= −4π

[
1
2

r2

]1

0

= −2π
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第 8章

［問題 8.1］フェルマーの原理を用いて、光が一様な媒質中では直進することを示せ。

解）

教科書 p.89の式 (8. 0.-267)より

d
dx

n
c

y′(x)√
1+ y′2

 − ∂

∂y
n
c

√
1+ y′2 = 0 (8.10)

ここで、媒質が一様なことから屈折率 nは x、yの変化に関わりなく一定だから左辺第二項目はゼロ

となり

d
dx

n
c

y′(x)√
1+ y′2

 = 0

両辺を xについて積分すると

y′(x)√
1+ y′2

= C (C :任意定数)

（n/cは定数に吸収させた。）次に y′ について解いていく。

y′ = C
√

1+ y′2

y′2 = C2(1+ y′2) ⇐⇒ (1+C2)y′2 = C2 ⇐⇒ y′2 =
C2

1−C2

... y′ =
C

√
1−C2

= D (D :任意定数)

よって y′ =一定。y′ = dy/dxより傾きが一定だから光が一様な媒質中では直進する。

［問題 8.2］次の積分が極値をもつように関数 y(x)を決定せよ。

(1)
∫ x2

x1

√
x
√

1+ y′2dx (2)
∫ x2

x1

x
√

1− y′2dx

(
ヒント：

∫
1

√
x2 + c2

dx= sinh−1 x
c

)
解）

(1)

L(x, y, y′) =
√

x
√

1+ y′2

とおくと

∂L
∂y′

=
√

x · 1
2

(1+ y′2)−
1
2 · 2y′ =

√
xy′√

1+ y′2
(1.1)

∂L
∂y

= 0 (1.2)

式 ( 1.1)、式 ( 1.2)をオイラーの方程式（8.16）に代入して

d
dx

√
xy′√

1+ y′2
= 0
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両辺を xについて積分すると
√

xy′√
1+ y′2

= a (a :任意定数)

次に y′ について解いていく。

√
xy′ = a

√
1+ y′2

xy′2 = a2(1+ y′2) ⇐⇒ (x− a2)y′2 = a2 ⇐⇒ y′2 =
a2

x− a2

... y′ =
a

√
x− a2

両辺を xについて積分して

y =
∫

a
√

x− a2
dx= 2a

√
x− a2 + b (b :任意定数) · · ·（答）

(2)

L(x, y, y′) = x
√

1− y′2

とおくと

∂L
∂y′

= x · 1
2

(1− y′2)−
1
2 · (−2y′) = − xy′√

1− y′2
(1.-4)

∂L
∂y

= 0 (1.-3)

式 ( 1.-4)、式 ( 1.-3)をオイラーの方程式 (8.16)に代入して

d
dx

− xy′√
1− y′2

 = 0

両辺を xについて積分すると

− xy′√
1− y′2

= C (C :任意定数)

次に y′ について解いていく。

−xy′ = C
√

1− y′2

x2y′2 = C2(1− y′2) ⇐⇒ (x2 +C2)y′2 = C2 ⇐⇒ y′ =
C2

x2 +C2

... y′ =
C

√
x2 +C2

両辺を xについて積分する。 ∫
1

√
x2 + c2

dx= sinh−1 x
c

より

y =
∫

C
√

x2 +C2
dx = C sinh−1 x

C
+ D (D :任意定数)
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これを式変形して

y = C sinh−1 x
C
+ D ⇐⇒ y

C
− D

C
= sinh−1 x

C
⇐⇒ x

C
= sinh

( y
C
− D

C

)
1/C = a、−D/C = bとおくと

ax= sinh(ay+ b) · · ·（答）

［問題 8.3］L(t, θ, θ̇) = ml2

2 θ̇
2 −mgl(1− cosθ)に対して、∫ t2

t1

L(t, θ, θ̇)dt

を極値とする θ(t)の満たす方程式を求めよ。

解）

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇

∂L
∂θ

= −mglsinθ

より、オイラーの方程式 (8.16)に代入して

d
dt

ml2θ̇ +mglsinθ = 0 · · ·（答）

［問題 8.4］xy面内の二つの点 P1 = (−1,1)、P2 = (1,1)を結ぶ任意の曲線を考える。この曲線を x軸

の周りに回転させてできる面積

S =
∫

2πy
√

dx2 + dy2 =

∫
2πy
√

1+ x′2dy

を最小にする曲線を求めよ。(
ヒント：この場合のオイラー方程式は　

d
dy

∂F
∂x′
− ∂F
∂x
= 0　である。また　

∫
1

√
x2 − c2

dx= cosh−1 x
c

)
解）

F(y, x, x′) = 2πy
√

1+ x′2

とおくと

∂F
∂x′

= 4πy(1+ x′2)−
1
2 · x′ = 4πyx′

√
1+ x′2

(1.-19)

∂F
∂x

= 0 (1.-18)

式 ( 1.-19)と式 ( 1.-18)をオイラーの方程式に代入すると

d
dy

(
4πyx′
√

1+ x′2

)
= 0

となる。両辺を yについて積分して

4πyx′
√

1+ x′2
= C′1 (C′1 :任意定数)
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次に x′ について解いていく。

yx′ = C1

√
1+ x′2 (C1 = C′1/4π :任意定数)

y2x′2 = C2
1(1+ x′2) ⇐⇒ (y2 −C2

1)x′2 = C2
1 ⇐⇒ x′2 =

C2
1

y2 −C2
1

... x′ =
C1√

y2 −C2
1

両辺を yについて積分する。ここで∫
1

√
x2 − c2

dx= cosh−1 x
c

より

x =
∫

1√
y2 −C2

1

dy = cosh−1 y
C1
+C2 (C2 :任意定数)

これを式変形して

x = cosh−1 y
C1
+C2 ⇐⇒

x−C2

C1
= cosh−1 y

C1
⇐⇒ y

C1
= cosh

x−C2

C1

... y = C1 cosh
x−C2

C1
· · ·（答）

［問題 8.5］２次元平面内の中心力場における質点（質量m）のラグランジアンは、極座標を用いると

L(t, r, ṙ , θ, θ̇) =
m
2

(ṙ2 + r2θ̇2) − V(r)

と表される。V(r)はポテンシャルエネルギーである。l ≡ ∂L/∂θ̇で定義される角運動量が保存される

ことを示せ。

解）

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

∂L
∂θ

= 0

オイラーの方程式

d
dt
∂L

∂θ̇
− ∂L
∂θ
= 0

に代入すると

d
dt

mr2θ̇ = 0

両辺を tについて積分すると

... mr2θ̇ = 一定

ここで、mr2θ̇ ≡ l とおくと l ≡ ∂L
∂θ̇
で定義される角運動量は時間変化にかかわらず一定なので保存さ

れる。
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